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Annotatsiya. Ushbu maqolada, kechikuvchi differentsial tenglamalar
sistemasini jangovar konfliktli holatlarga tadbiqi qaralgan. Lanchesterning jangovar
harakatlar modeliga kechikuvchi argument kiritilib, u ma'lumot uzatishda kechikish
vaqtini hisobga oladi, bu haqiqiy jangovar vaziyatlarda muhim omil bo ‘lishi mumkin.
Bu jang dinamikasini aniqroq modellashtirish va tahlil qilish va bashorat qilishda
vaqt omilini hisobga olish imkonini beradi. Boshlang‘ich qiymatli masalaning
yechimi mavjud va yagonaligi bo ‘yicha teorema isbotlandi. Kechikuvchan argumentli
jangovar harakatlar modelining analitik yechimini topish uchun qadamlar usulidan,
sonli yechimlarni topishda esa Python tilining numpy, matplotlib va ddeint
kutubxonalaridan foydalanildi.

Kalit so‘zlar: kechikuvchi argument, kechikuvchi differentsial tenglama,
ziddiyatli vaziyat, Lanchester kvadratik qgonuni, boshlang‘ich funktsiya, qadamlar
usuli, xarakteristik tenglama, xos son, xos vektor.
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e0UHCMBEeHHOCMU pelleHUsl Haua/AbHOU 3adauu. /Insi HaAXOXCOeHUsl aHaAUMuU4ecKo20
peweHusi 6oeeoli mModeau C 3anazobl8AOWUM AP2YMEHMOM UCNO0/b308A/ACA Memoo
wazo8, a 0151 UUC/AeHHO20 peuleHusl UCN0/Mb308aaUCh bubauomeku numpy, matplotlib u
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Annotation: In this article, the application of the system of delayed differential
equations to situations of combat conflict is analyzed. Lanchester's combat action
model incorporates a delay argument that takes into account the delay in information
transmission, which can be an important factor in real combat situations. This allows
for more accurate modeling and analysis of battle dynamics, and takes the time
factor into account in predictions. The theorem on the existence and uniqueness of
the solution of the initial value problem has been proved. The method of steps was
used to find the analytical solution of the delayed argument combat model, and the
numpy, matplotlib and ddeint libraries of the Python language were used to find the
numerical solutions.
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KIRISH

Atrofdagi vogelikning ko‘plab dinamik modellarida jarayonlarning kelajakdagi
rivojlanishi nafaqat hozirgi vaqtdagi holati bilan balki rivojlanishning butun tarixi
bilan ham sezilarli darajada belgilanadi. Ushbu jarayonlarning matematik tavsifi har

xil turdagi kechikishlar bilan differentsial tenglamalar yordamida yozilishi mumkin.
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Jarayonlarning oldingi holatlariga bog‘liq bo‘lgan differentsial tenglamalar
kechikuvchi differentsial tenglamalar (ing. Delay Differenstial Equations — DDE) deb
ataladi.

Keyingi ta’sir bilan bog‘liq funktsional-differentsiallanuvchi sistemalarni
tizimli o‘rganishga birinchi gadamlar A.D.Myshkis va R.Bellmanning kechikuvchi
argumentli sistemalarga oid ishlarida qo‘yilgan [2, 11].

Keyinchalik bu sohada yangi tadqiqotlar qilinishi va turli mamlakatlar
matematik olimlarining say-harakatlari bilan ushbu ilmiy yo‘nalish gisqa vaqt ichida
juda ko‘plab tabiiy va texnik jarayonlarga tadbiq etildi hamda yangidan-yangi
nazariyalar va yechish usullari yaratildi [1, 3, 4, 5, 9, 10].

Harbiy harakatlar garama-qgarshi tomonlarning o‘zaro ta’sirini tahlil gilish va
tushunishni talab qiladi va bu borada matematik modellar muhim rol o‘ynaydi.
Zamonaviy harbiy janglarning eng mashhur matematik modellaridan biri Lanchester
kvadratik modelidir [6, 7, 8].

Ushbu maqgolada Lanchesterning asl modelining kengaytmasi bo‘lgan va
qarama-qarshi tomonlar o‘rtasida ma’lumot uzatishda kechikish vaqtini hisobga
olishga imkon beradigan Lanchesterning kvadratik qonunini ko‘rib chigamiz.

Hozirgi kunda kechikuvchi argumentli differentsial tenglamalar zamonaviy fan
va texnikaning turli sohalarida keng qo‘llanilmoqda: biologiyada, tibbiyotda
(epidemiyalarning  ko‘payishi va tarqalishi jarayonlari), avtomatika va
telemexanikada, igtisodiyotda, mexanikada, radiolakatsiyada va harbiy ishlarda.

Harbiy ishlar sohasidagi kechikuvchi differentsial tenglamalar sistemasiga
misol sifatida ikki qarama-qarshi tomonning jangovar harakatlari uchun
Lanchesterning kvadratik qonuni tenglamalarini keltirish mumkin. Ushbu
differentsial tenglamalardagi kechikish jangovar ziddiyatni boshlanishidan oldingi va
ziddiyatga kirishish orasidagi vaqt bilan belgilanadi. Bunda tomonlar jangovar
ziddiyatga kirishishi uchun ularga keladigan yordamchi kuchlar yoki razvedka
ma'lumotlari ba'zi omillar (masalan, texnik muammolar, ob-havo sharoiti, geografik
to‘siglar, dushman harakatlari, qonuniy cheklovlar va boshqgalar) sababli kechikishi

mumKkin.



MASALANING QO“YILISHI

Soddalik uchun kechikuvchi argumentli differentsial tenglamalar sistemasini
ko‘rib chigamiz. Kechikuvchi Lanchester kvadratik qonuni ikki armiya dinamikasini
tavsiflaydi, bunda har bir armiya askarlar (kuchlar) soniga mutanosib hujum kuchiga
va unga ta'sir giladigan dushman askarlari soniga mutanosib mudofaa kuchiga ega.
Kechikish shundan iboratki, askarlar sonining o‘zgarishi bir zumda emas, balki
kechikish bilan sodir bo‘ladi. Kechikuvchi Lanchester kvadratik qonunida garama-
qarshi tomonlarning jang boshidagi qiymatini emas, balki "tarixni" ya’ni jangga
kirishdan oldingi giymatni ham bilish kerak bo‘ladi.

Lanchester kvadratik gonunida kechikuvchi argument bilan gqarama-qgarshi ikki

tomon ko‘rib chiqiladi, biz ularni "X" va "Y" deb belgilaymiz. x(6) va ¥ () mos
ravishda "X" va "Y" tomonlarning { vaqtdagi askarlar (kuchlar) sonini ifodalasin.
Shuningdek, 7 parametrni kiritamiz, bu konfliktli tomonlar o‘rtasida ma'lumot
uzatishda kechikish vaqti. U holda, Lanchesterning kvadratik qonuni modeli uchun

kechikuvchi argumentli differentsial tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishga ega:

‘ din =-ax(t)- by(t-7), t>0,
dy() __ a.y(t)- bx(t- 1), t>0.
dt (D

(1) uchun boshlang‘ich shartlar quyidagicha:

| x(t) =g (t) =x,, t€[-7,0],

| y(©) =¢.(t) =y, te[-7,0] @)

bu yerda x(0) va v © _x va Y tomonlarning ¢ vaqdagi askarlari soni. 7 - konfliktli

tomonlar haqida ma'lumot uzatishning kechikish vaqti (7>0). % >0 koeffitsiyentlar

jangovar bo‘lmagan sabablarga ko‘ra yo‘qotishlar darajasini tavsiflaydi.

b>0(=L2) jangovar harakatlar tufayli yo‘qotishlar darajasi. Bu ishda ikkala

tomonga ham yordamchi kuchlar kelib qo‘shilmaydi.
(1) va (2) sistemalarni matritsa ko‘rinishida yozamiz.

X(t)=AX(0)+BX(t- 1), t=0, 3)



(3) uchun boshlang‘ich shart esa quyidagicha:

bu yerda 20N berilgan uzluksiz vektor funksiya, A, B |ar esa 2x2 matritsalar.

YECHIMNING MAVJUDLIGI VA YAGONALIGI

Faraz qilaylik, M. =6, 6 +h] oraligda 720 o‘zgarmas bo‘lsin, bunda
(7 =0 va h=0.
Ta’rif.
X(E)y=f(tx(t),x(t- 1)), teM, )

ko‘rinishdagi tenglamaga kechikuvchi argumentli differensial tenglama deyiladi.
Bu yerda 7>0 kechikish deyiladi. f(&,x(0), x(t- 7)) va f.(6x(), x(t- 7)) funksiyalar
i ° da uzluksiz funksiyalar. (5) uchun boshlang‘ich shart (giymat) quyidagicha

berilgan

x(t)=¢(t), teM Hd-r1, ], (6)

buyerda ¢ - i da berilgan uzluksiz funksiya.

G=M_"i

Teorema. Agar f funksiya T4 chizigda uzluksiz va chegaralangan,

% funksiya M. da uzluksiz va 7>0 esa M+ da o‘zgarmas bo‘lsa, u holda (5), (6)

M. =6, +h]

boshlang‘ich giymatli masalaning oraligda kamida bitta yechimi

mavjud bo‘ladi.
Teoremaning isboti [3] dagi 7§ V teoremaning isboti va [10] da qo‘llanilgan
qadamlar usuliga asoslanadi.

te[t+(n-1)r, #+nr7] nl N

Isbot. Faraz qilaylik, uchun

X0 =1(t x, (0, x,(t- 7)) o‘rinli bo‘lsin.

(5) tenglamani quyidagi qadamlar usuli bilan yechish mumkin. x(t) yechim

(e[f+ (n- Dr.o+nr] oraligda oddiy differensial tenglama (ODT) uchun boshlang‘ich

giymatli masalani ganoatlantirsin:

1-qadam. < [0, 0+7] ning o‘riga ¢~ 7 EL7~ T 71 Geb yozamiz.



'YII“] :]r.“v‘{l“;ll(-p“_ T;l;l va
x.(6) =¢(6).

= / - ’ t! 1 o Ye s
g(t, x) = (t,x(0,q(t- 7)) va Qxl( %) uzluksizligidan, ushbu ODT uchun yagona

yechim mavjudlik natijalari bilan kafolatlanadi.
Bundan shunday xulosa gilishimiz mumkin

X (0) =x (H)+ -[f (s, (s),x (s- 7))ds =¢(H)+ l,f (5,%(5),¢(s- 7))ds.
o a (7)

Demak, x(t) yechim e[, v+7] oraliq uchun yagona aniqlangan.

2-qadam. Xuddi shunday, (el+7, 0+27] oraligda x(6) ODT wuchun

boshlang‘ich giymatli masalani ganoatlantirsin:

v +T)=x(0+T)

Shuning uchun,

X)) =x(H+T)+ | fis,x(s)xis-1))ds =x (F+71)+ | fls,x.(s)xis- 7))ds.
P Her (8)

te[t+r, #+21]

Demak, * (t) yechim oralig uchun yagona aniqglangan.

Shunga garamay, bunday masalalar uchun mavjudlik natijalari garalayotgan

oraliglarda yagona yechim mavjudligini kafolatlaydi. x,(1) yechimni topish uchun

(E[H+27, +37] oraligda yuqoridagi jarayonni takrorlaymiz va hokazo. Bundan,

ixtiyorly *» yechim o‘zidan oldingi yechim orqali topiladi degan xulosa kelib

telé+(n-1)r, #+nr], neN

chigadi. Demak, x,(t) yechim oralig uchun yagona

aniglangan.
Shunday qilib, yuqoridagi proseduralardan keyin (5), (6) boshlang‘ich qiymatli
masalaning yagona yechimi
Lty agar tEM_ =[0- 1, 8],

x(t) =/

Ig(n’]+ Imjf'[s._r(s]..r(s - 7))ds, agar te M, =[#, ¢+h].

)



teM UM =[#-71,H+h] qiymatlari uchun x(1)

Xulosa qilib aytganda, barcha
(5), (6) boshlang'ich giymatli masalaning yechimi va bu yechim yagonadir. Teorema
isbotlandi.

(3), (4) kechikuvchi argumentli chizigli differensial tenglamani umumiy

yechimini quyidagicha ham yozish mumkin [8].

0, [=-r,

Uf Z!E, - T =<0,
iE+Br+w+---+B (t- (- )7) , (n- Dr=t<rm, n=12,3,..,

< n! (10)
bu yerda 7>0, © va E lar mos ravishda n-o‘lchovli nol va birlik matritsalar.
SONLI MISOL
Ushbu bo‘limda (3), (4) sistemalarni soddaroq shartlar asosida konfliktli

tomonlar uchun qo‘llaymiz:

X'(1)=AX (1)+ BX(t- 1), =0, (11)
[-01 0 | B—‘ 0 -0.9
bu yerda 0 -02] 04 01 7 kechikish. Boshlang‘ich shart esa
1000]
X (1) =¢ :‘ | tel-1.0]
900 (12)

A matritsaning xos giymatlari va xos vektorlarini topishdan boshlaymiz.

Xarakteristik tenglama quyidagicha bo‘ladi:
h(/)=det(A- AI) =(/- 0.1)(/- 0.2) =0

Shunday qilib, A ning xos giymatlari =0 va % =0-2

T -0.1 0 [ [0
SR B Rt i
ll
v =

bundan kelib chigadiki, A ga mos keluvchi xos vektor 0 ga teng.

, -0.1 0 0]

(A- 2 1), :‘ [z, :‘ '

ST o 02 o

lo
U, =
4 ga mos keluvchi xos vektor esa 1 ga teng.



Shunday gilib, ¥ =0 ning yechimini quyidagicha yozamiz.

(t) ST T
x,(t)=ce e
T 8H &H (13)
bu yerda “ 2 o‘zgarmas sonlar.
t€l0, 71 oraliq uchun
O eaxeysBoe- 2|70 0 L] O - 09] 1000
kY =AY +oyll-T) = kY + =
’ 0 -02| 04 0 | [900 |
0.1 0 | B10]
= x(t) - :
0 -0.2 4001 (14)

(14) ning xususiy yechimini quyidagi ko‘rinishda gidiramiz:

D L
“{‘ :g)L
R X

bu yerda bu yerda P\’ P2 o‘zgarmas sonlar.

x.(6)

(14) dagi *® ni o‘rniga *»*" ni qo‘yamiz

@U IE‘D] 0 ﬁiﬂﬁllju gD]iJ-B]UU

o= @H 80 - 0.2H.H 8O00H &O0.2p, -4m3§
bundan P = 8100 5 P. =- 4000 {59443, Shunday qilib, (14) ning xususiy yechimi
0 glmmu
X, (t)=-
gmmmﬁ

Demak, (14) ning {€[0 7] oraligdagi umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi

- ..[o] [8100]
+CO.0 - .
S 1] |4000]

bu yerda ©, & konstantalar. X(?) =#(9) boshlang‘ich shartdan © va © larni topamiz.

¢ - 8100]

1000 |1 0] [8100]
¢, - 4000|

= = + =
900 | 'lol |1 [4000]

Bundan & = 2109 ya € 4900 yqlih chigadi.

Demak, (11), (12) ning €9 71 oraligdagi umumiy yechimi



] 3
L () :9100e'”"0i-+4900e'“'

0| [8100]
1| |4000|° (15)

fil_x(0)=1000; fi2_y(0)=900;

1000 - —— Kechikish:= 1.0
— 975 -
£
< 950
£
2
2 925 A
o
S
B
B
£ 900 ~—_
o T —
i e
5 d
> 875 g S
E ‘.\‘_‘_\_
5 ~—
£ 850 S —
= —
£ —
kS ==l

825 S

—
~—
S
800 |
r T T T . T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Vagt (t)

1-rasm. (15) funksiyaning t€l0, 1]

Xuddi shunday, keyingi

telin-1r,nr], (n=234,..)

oraligdagi grafik yechimi

oraliglar uchun ham (11),

(12) boshlang‘ch giymatli masalaning umumiy yechimlarini topish mumkin.

Tomonlar soni X(t), Y(t)

1000 +

600

400

X(t)= —ar*x(t) = by *y(t—d), y'(t)= —az*y(t) — by *x(t-d).
fir(t) = 1000, fia(t) = 900.
—— X uchun Kechikish:= 1.0 1000 4
—— Y uchun Kechikish:= 1.0
800
=
£ 600
<
£
]
-
=
S 400
E
e
200
] 25 50 75 100 125 150 175
Vaqt (t)

X'(B)= —ap *x(t) - by *ylt—d), y'(t)= —ax *y(t) - b *x(t - d).

fiz(t) = 1000, fiy(t) =900.

—— X uchun Kechikish:= 1.5
—— Y uchun Kechikish:= 1.5

T T T T T T
o 25 50 75 100 150

Vaqt (t)



xX(t)= —a)*x(t) = by *y(t—d), yith= —ax*y(t)— by *x(t-d).

fiy(t) = 1000, fi;(t)=

900.

X(t)= —a1*x(t) — b1 *y(t—d), y'(t)= —ax*y(t) — by *x(t—d).

fir (t) = 1000, fiz(t)=900.

1000 1

800 4

600 4

400 4

Tomonlar soni X{t), Y(t)

= X uchun Kechikish:= 2.0 1000
= ¥ uchun Kechikish:= 2.0

—— X uchun Kechikish:= 2.5
= Y uchun Kechikish:= 2.5

T T T T T
0 25 50 75 100
Vaqt (t)

T T T
125 150 175

T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175
Vaqt (t)

2-rasm. 7 ning turli giymatlari uchun (11), (12) boshlang'ich qiymatli

masalaning umumiy grafiki

2-rasmdan ko‘rish mumkinki, garama-qarshi tomonlar sonining o‘zgarishi bir

zumda emas, balki

kechikish  bilan

sodir bo‘ladi.  Shuningdek,

1-jadvalda 7 kechikishning turli giymatlari uchun ziddiyatni tugash vagqti, g‘olib

tomonda golgan kuchlar miqdorlari keltirilgan.

1-jadval
Kechikish vaqti | Jangni tugash vaqti klﬁh(;gtl‘) ’tnoir(;l;:rcza(yqt;l)g':::n )
1.0 175 394
1.5 174 395
2.0 171 397
2.5 165 403

Kechikishning turli giymatlarida ziddiyatni tugash vaqti, qarama-qarshi
tomonlarda qolgan kuchlar miqdorlari

(11), (12) boshlang'ich giymatli

yechimlarini topganda (x, v)", (I=12,3..)

masalani keyingi vaqt oraliglaridagi

giymatlari ham kelib chigadi. Bu yerda

shuni e’tiborga olish kerakki, agar * yoki 7' lardan birortasini qiymati 0 dan kichik

yoki teng bo‘lib qolsa, jarayon shu yerda to‘xtatiladi va shu tomon yutqazgan

hisoblanadi va yutgan tomonda gancha askar qolgani, jang gancha vaqt davom etgani

aniglanadi.

XULOSA



Xulosa qilib shuni ta'kidlash kerakki, kechikuvchi argumentli differentsial
tenglamalar juda murakkab bilim sohasidir. Lanchesterning jangovar harakatlar
modeliga kechikuvchi argument tushunchasi kiritildi. (5), (6) boshlang‘ich giymatli
masalaning yechimi mavjud va yagonaligi bo‘yicha teorema isbotlandi. (3), (4)
kechikuvchan argumentli jangovar harakatlar modelining analitik yechimini topish
uchun kechikuvchan argumentli differentsial tenglamalar nazariyasining qadamlar
usulidan foydalanildi. Shuningdek, sonli yechimlarni topishda esa Python tilining
numpy, matplotlib va ddeint kutubxonalaridan foydalanildi. Jangovar ziddiyatli
vaziyatlar uchun kechikuvchi argumentli Lanchester kvadratik qonunini go‘llash,
bizga, sodir bo‘layotgan vogealarning mohiyatini tushunishni osonlashtiradi harbiy
harakatlar natijalarini bashorat gilishda foydali bo‘lishi mumkin. Shu bilan birga
kechikuvchi argumentli Lanchesterning kvadratik qonunini har xil turdagi va
miqyosdagi jangovar harakatlarni rejalashtirishda, dushman kuchlarini bir nechta
jangovar guruhlarga ajratishda va keladigan yordamchi jangovar vositalarni optimal
tagsimlashda, konfliktli vaziyatlar uchun optimal strategiyalarni ishlab chiqgishda

go‘llash mumkin.
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