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Annatatsiya. Operatsion hisobning asosiy boshlang‘ich tushunchalaridan
orginal funksiya va tasvir funksiya tushunchalari hisoblanadi. Matritsaviy analiz
vujudga kelganidan so‘ng, operatsion hisobning asosiy tushunchalari orginal
funksiya va tasvir funksiya tushunchalarini matritsa argumentli funksiyalar uchun
umumlashtirish masalasi kelib chiqdi. Ushbu maqolada biz shu masala bo ‘yicha
ish olib boramiz.
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Annotation. The concepts of original function and image function are
among the main initial concepts of operational calculus. After the emergence of
matrix analysis, the issue of generalizing the concepts of original function and
image function, the basic concepts of operational calculus, to functions with matrix

arguments arose. In this article, we will work on this issue.


mailto:shoxrux.rajabov@tdtu.uz
mailto:shoxrux.rajabov@tdtu.uz

Key words. matrix original, matrix image, Laplace transform, holomorphic
function, Hankel's theorem, integral, differential, uniqueness theorem, shift

theorem, similarity theorem, differentiation by parameter.

OCHOBHBIE CBOUCTBA ®YHKIIUM MATPUYHOI'O OPUTVHAJIA !
MATPUYHOI' O N30BPAXKEHUSA
Pamxkabos [loxpyx IllyxpaT yrim
TalkeHTCKU rOCyiapCTBEHHbIN TeXHUUECKUM YHUBEPCUTET

AccucreHT Kadeapsl «Briciliasg MaTeMaTUKa»

E-mail: shoxrux.rajabov@tdtu.uz

AuHomayus. ITloHsmusi opueuHan ¢yHkyuu u @GyHKYuu-uzobpasiceHue
OMHOCAMCS K UUC/AY OCHOBHbIX NOHAMUL ONnepayuoHHo20 ucuucieHus. Ilocne
nosie/neHUs MamMpuyHO20 aHaAu3a ecmas eonpoc 06 060b6weHuu NoHAIMull OpusuHan
¢yHkyuu u  yHKyuu-uzobpaiceHue, OCHOBHbIX NOHAMUL ONEpAyUOHHO20
ucuucaeHusl, Ha (yHKYyuu ¢ MampuuHbIMu ap2ymeHmamu. B amoli cmambe Mbl
nopabomaem HAO 3MUM 80NPOCOM.

Knawueeble cno8a. mampuuHblli  Opu2uHaa, MampuuHbili  0bpas,
npeobpa3zoeanue Jlanaaca, 2onomopgHas ¢pyHkyus, meopema I'aHkens, uHmezpar,
oucgepeHyuan, meopema eduHCmeeHHOCMU, meopemd cosuzd, meopema noooous,

ouchpepeHyuposaHue no napamempy.

Kirish gism

f(A)e IR[m ><m]

Bizga matritsa argumentli funksiya berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi f(A) funksiyaga matritsaviy
original deyiladi:
[ A<0 gq (A =0.

1 VA =A" A=0

simmetrik matritsalar uchun f(A)-


mailto:shoxrux.rajabov@tdtu.uz

o
1. ‘AElR[m ><m]matritsalar uchun M >0 va @ Z0Ogonlar topiladiki
[[(A]=M e o ailik orinli bo‘ladi,

Endi shu ta’rifga teskari bo‘lgan ta’rif matritsaviy originalning ta’rifini
keltiramiz.

2-tarif. [ (A matritsaviy  originalning matritsaviy tasviri  deb,

Z =X +1iY, (ZEE[mxm]:Z =7") . .
o‘zgaruvchining

F(Z)= ﬁ{m & “'dA

(1)

F(Z)

integrali bilan aniglanadigan matritsaviy funksiyaga aytiladi.

F(Z)

3-ta’rif. (1) formula orqali f(A) matritsaviy originaldan matritsaviy

tasvirga o‘tishga Laplas almashtirishi deyiladi.

F(Z)

f(A) matritsaviy original bilan matritsaviy tasvir orasidagi moslik

FZ)== 1A yoki HA == F(Z) yabi belgilanadi. Bu yerda, “— — ”
belgining yo‘nalishi umumiylikka zid kelmagan holda hamisha matritsaviy

tasvirdan matritsaviy originalga tomon yo‘nalgan bo‘ladi.

Asosiy qism

1-teorema. | () matritsaviy original funksiyaning Laplas almashtirishi

F(Z)

yordamida aniglangan matritsaviy tasvir funksiyasi matritsaviy o‘ng yarim

(ZeC[mxm]:ReZ =X > X , >0)

tekislikdan olinganZ matritsa o‘zgaruvchining

golomorf funksiyasi bo‘ladi.

Isbot. Haqiqatdan ham, ko‘rishimiz mumkinki (1) formula bo‘yicha

F(Z)

aniglanadigan matritsaviy tasvir funksiyasi aniqlanishiga ko‘ra Z matritsa

z (i,j=1,m)

o‘zgaruvchining har bir elimenti bo‘yicha bir o‘zgaruvchili



F(Z) matritsaviy tasvir funksiya Z

funksiya sifatida golomorf bo‘ladi. Bu esa,
matritsa o‘zgaruvchining golomorf funksiyasi bo‘lishini anglatadi.

2-teorema. Agar F(Z) matritsaviy tasvir funksiya

ﬁF(_X +i¥)|dY <+
@)
ihiyoriy X>X0>0 ychun
lim ﬁF(_X +iY)|dY =0
bo‘lib, F(Z)=— [(A bo‘lsa, u holda f(A) differensiallanuvchi bo‘lgan har bir
nuqtada
zi'?i:'?i'.l y | |
f(A) =———— e F(Z)dZ
(27i)  wei=
4)
teng bo‘ladi.
F(Z)

Isbot. 1-teoremaga ko‘ra matritsaviy tasvir funksiyasi matritsaviy

(ZeC[mxm]:ReZ =X > X , >0)

o‘ng yarim tekislikdan olinganZ matritsa

o‘zgaruvchining golomorf funksiyasi bo‘ladi. U holda (1) formula bo‘yicha

aniglanadigan F(2) funksiya uchun umumlashgan Hankel teoremasiga ko‘ra uni
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

F(Z)= J“ f(A) e “dA

L3 (5)

o |
= 7 .
(5) formulada £ | e @[m ><m] ; Re(z“ ):r- IC}.I .

(5) formulada quyidagi
glA) =f(A)e ™ (6)

yangi o‘zgaruchni kiritamiz:



F(X +iY) = J'f{A) o TTIAGA = J"f{_ﬂu e e dA =

= [9(A) ¢ an
7)
(7) tenglikdan Fur’ening teskari inversiya hagidagi teoremasini qo‘llab 9 (A)

funksiyani topib olamiz:

g(A) =t J“ F(X +iY) -e"dY
2T J

Topilgan Y (A) funkiyani (6) ifodaga olib borib qo‘yamiz:

2L J" F(X +iY) €™dY =f(A)e
A
Lim] (8)

Endi ohirgi (8) tenglikdan f(A) topib olamiz:

f(A) :L J'F{ X +iY) -e™ gy :i J'F{X +iY) ) =
2.Tlm 2.Tlm

:—2?:%:' J" e F(Z)dZ

(2‘-”' ) Re Z=0
1-lemma.F (%) matritsaviy tasvir uchun quyidagi chiziqglilik munosabatlari
o‘rinli bo‘ladi:
I. agar € =const va f(A)y—— F(Z) bo‘lsa, u holda
cf (A)—— cF(Z) (9)

II. agar (A== F(Z) g, L(A)—— E(Z) bo‘lsa, u holda
f(A)+ f(A)—— F(Z)+F.(Z) (10)

Isbot. Lemmani isboti bevosita integrallashda o‘zgarmasni integral

belgisidan tashqariga chigarish va chiziqlilik xossalaridan kelib chigadi.
3-teorema (originalning yagonaligi haqidagi teorema). Agar F(Z)

matritsaviy tasvir funksiya fi(A) ya f.(A) matritsaviy orginallarning tasviri



bo‘lsa, u holda bu orginallar o‘zlarining barcha uzluksiz nuqtalarida ustma-ust
tushadi. Yani | (A =LA tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra: F(Z)—— KA va F(Z)—— f(A)

Matritsaviy tasvir funksiyaning chiziglilik xossasiga foydalanib quyidagi

munosabatni hosil gilamiz: (A - LA)—— F(2)- F(Z)=0

Bundan kelib chiqadiki (A =1(A .

Natijalar va muhokamalar

4-teorema (o ‘xshashlik teoremasi). Agar f(A)=— F(Z) bo‘lsa, u holda

& >0 po‘lganda

fleA)—— 1 LZ ‘
o Ll (11)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Yuqorida keltirilgan 2-ta’rif (1) munosabatga ko ra:

flceA)—— If{rfﬂ] e “dA

oA =U, dA -1 dl
Bu integralda o deb almashtirish kiritib, quyidagi ifodani hosil
qilamiz:
FleA)—— L J" fU)y e au =LF| Lz ‘
i i i /

5-teorema (kechikish teoremasi). Agar f(A)=— F(Z) bo‘lsa, u holda

Blc]e |R[ m ><m] (e =const > D)konstanta matritsa uchun

f(A- Blc])—— e F(Z) (12)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Laplas almashtirishi ta’rifiga va (1) formulaga ko‘ra:



f(A- Blc])—— J"f(A- Blc e “ " #PdA

A- Blc]=U, dA=dU

Bu integralda almashtirish kiritib, quyidagi ifodani hosil

qilamiz:

f(A- BlcD—— 'J"c"’““:'“" f(U)AU = 7 #1) fc'“' f(U)dU =

:c'”*“'J}'“' -f(U)dLr+c'”*'='JE'“' W)U =e*MIF(2),

e’" . f(U)U =0 (Z =0da {(Z)=0)
chunki 1-integral: - ga teng bo‘ladi.

6-teorema (siljish teoremasi). Agar Agar f(A)—— F(Z) bo‘lsa, u holda

Ae #D[ n ><m] uchun

e f(A)—— F(Z- A)

ihtiyoriy

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Bevosita (1) formuladan foydalanib isbotlaymiz:

M f(A)—— ff‘*"* e f(A)dA = f"'m U f(A)A=F(Z- A).

f(A)

1-izox. 6-teoremasidan shunday xulosa kelib chiqgadiki, matritsaviy

F(Z) matritsaviy

originalning €  matritsa argumentli funksiyaga ko‘paytirilishi
tasvir argumenti Z matritsa o‘zgaruvchini A matritsa o‘zgaruvchiga siljishiga olib
kelar ekan. Shuning uchun ham bu teorema siljish teoremasi deb nomlangan.

7-teorema (parametr bo ‘yicha differensiallash teoremasi). Agar

] :{ i J < {:[ " Xm]parametrik matritsa uchun | (AT——F(Z T)munosabat

fAT)  aF(ZT)

o‘rinli bo‘lsa, u holda ¢t ct munosabat o‘rinli bo‘ladi.



F(Z,T)= [e*f(AT)A
Isbot. Hagigatdan ham, i bo‘lgani uchun

matritsaviy integralni T parameter bo‘yicha differensiallab,

f=F(z,1}:’|b-,f_.-_f(.i-Ll) A
dt ot

munosabatni hosil gilamiz. Bundan kelib chiqadiki:
of (AT) cF(Z,T)
ot a

Bu xossa ko‘plab tasvirlarni hosil gilish imkonini beradi.

8-teorema (originalni differensiallash teoremasi). Agar f(A)=— F(Z)
bo‘lib, [(A) matritsaviy original bo‘lsa, u holda
f(A)—— ZF(2)- [ (O) (13)
bo‘ladi.
f(a) matritsaviy original bo‘lsin deb. U holda fr(a)

Isbot. Faraz qilamiz
uchun quyidagi matritsaviy Laplas almashtirishi o‘rinli bo‘ladi:
fA=— [f(A)e“dA
A= (14)
(14) munosabatdagi matritsaviy integralda bo‘laklab integrallash asosida U =€ -

I —_ 7 oA g L
dU =7 -, dV =f(AA, V =f(A) gop pelgilash kiritib:

f(A=— f(A)e?| +Z [f(A)e"dA
A% (15)

munosabatni ega bo‘lamiz.

Hosil gilingan (15) munosabatdagi f(A)

ko‘ra |J'r(f51} =M e

uchun 1-ta’rifning III shartiga

\ tengsizlikka ega bo‘lamiz. Shu sababli, agar Re Z > I

o A 2N el BeAIA
bo‘lsa va A>0 da: |'Ir(A} ¢ |_' Fe r:}bo‘ladi. Natijada (14)



- f(0)

moslikda birinchi qo‘shiluvchidan goladi va (15) munosabat uzil-kesil
ushbu ko‘rinishni oladi:
f(A)—— ZF(Z)- f(O).

(0)=0 bo‘lsa, u holda

f(A)—— ZF(Z).

Xususiy holda, agar f

Teoremani takroran tatbiq etib, quyidagi mosliklarni hosil gilamiz:
f(A)—— z|ZF(2)- f(O)|- f(0)=2"F(2)- Zf (0)- f'(0),
f(A=— z|Z°F(2)- 2f (0)- {(0)]- f(0)=Z'F(Z)-

-Z°f(0)- Zf(0O)- f(O)

(n-1)

Umumiylikka zid kelmagan holda (13) formulani marta takroran qo‘llash

orgali quyidagi umumlashgan formulani hosil gilamiz:
f(A)—— Z"F(Z)- 27" f(0)- 2" f(0)-

- 27 f70)- - 2f 2 (0)- o (0) (16)

Xususiy holda funksiyaning va uning hosilalarining barcha boshlang‘ich giymatlari
O _nol matritsaga teng bo‘lsa:

f"(A)—— Z'F(Z)
moslikka ega bo‘lamiz.

9-teorema (originalni integrallash haqidagi teorema). Agar

f(A)—— F(Z) bo‘lsa, u holda
[ f(B)YB—— Z 'F(Z)

X

1< R
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
|' f(B)dB
Isbot. 8-teoremasi (originalni differensiallash teoremasi) ni "=#=*

[ f(B)YB—— G(Z)
maritsaviy originalga tatbiq etamiz va << deb belgilaymiz.

‘ | f(B)aB ‘ ——2G(Z)- [ f(B)dB
L 4 ! Ve Hall (17)

B



‘ | f(B)dB ‘ =f(A) [ f(B)dB=0

(17) moslikda " "=#=* va =t ekanligini e’tiborga
olsak bu moslik quyidagi ko‘rinishni oladi:

f(A)—— Z2G(Z) (18)

Biroqg teorema shartiga ko‘ra
J'r{-”j*]‘__ F(Z) (19)

(18) va (19) munosabatlarni kelib chiqadiki 2G(2)=F(2)= G(2)=Z"F(Z).

|' f(B)iB—— Z 'F(Z)

Demak, <8<t moslik o‘rinli ekan.
10-teorema (tasvirni differensiallash teoremasi). Agar f(A=— F(Z)
bo‘lsa, u holda
- Af(A)—— F'(Z) 20)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
F(Z)= | f(A)-e “dA
Isbot. Teoremani isbotlashimiz uchun A matritsaviy

tasvir funksiyani Z matritsaviy parameter bo‘yicha differensiallaymiz:

F(Z)= [ [(AX-Z)e “dA

- Af (A)—— F'(Z)

Bundan kelib chigadiki munosabat o‘rinli ekan.

11-teorema (tasvirni integrallash teoremasi). Agar f(A)y=— F(Z) bo‘lib,

At (A)matritsaviy original tashkil qilsa, u holda

ATf(A)—— [ F(W)dW
Lt (2 1)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

A A= — @(2). g P(Z)

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra matritsaviy

tasvir funksiyani differensiallaymiz:



©'(Z)=- [e”f(A)A=-F(2).

A=l

U holda
D(Z)- d(O)= | F(W)dw
L (22)

(22) munosabatda ©(6)=0

A'f(A)=— [ F(W)dw
Wz munosabat kelib chigadi.

ekanligini e’tiborga olsak

Xulosa

Kompleks  o‘zgaruvchining  funksiyalari  nazariyasining  muhim
tushunchalaridan biri Laplas almashtirishi (operatsion hisob) asosida chiziqli
differensial tenglamalarni integrallash usuli hisoblanadi. Laplas almashtirishi
haqiqgiy o‘zgaruvchi funksiyalarni kompleks argumentli tasvir funksiyalari bilan
bog‘laydi.

Matritsa argumentli funksiyalar uchun ham operatsion hisob usullarini
umumlashtirish masalalari muhim ahamiyat kasb giladi. Bunday holda, matritsaviy
tasvir funksiyalar ustidagi operatsiyalar orginal funksiyalar (asl nusxalar) bo‘yicha
operatsiyalarga garaganda ancha sodda bo‘lib chigadi. Masalan, asl nusxa uchun
chizigli differensial tenglama uning tasviri bo‘yicha algebraik tenglama bilan
almashtiriladi. Tasvir uchun olingan tenglamani yechib, uning orginalini tasvir
yordamida tiklanadi, bu berilgan differensial tenglamaning yechimi hisoblanadi.

Biz ushbu maqolada operetsion hisobning boshlang‘ich fundamental
tushunchalarini matritsaviy analiz ma’nosida umumlashtirdik va asosiy
xossalarining matritsaviy anologlarini oldik. Keyingi ilmiy izlanishlarimizda
albatta operetsion hisobning kiritilishiga ko‘ra differensial hisobga tadbiglarining

matritsaviy umumlashmalarini olishga harakat gilamiz.
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