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1. Введение. Хорошо известно, что функция  называется

гармонической (субгармонической) в области  ( фиксированная

область в ), если она всюду в  удовлетворяет уравнению Лапласа
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.

Функция   называется  -гармонической ( субгармонической),

если  -гармоническая  ( -субгармоническая)  по  каждому

переменному  в  отдельности.  Функция   должна  удовлетворять  

уравнениям  (неравенствам ) .

Поскольку  наша  основная  работа  связана  с  автоморфизмами  на

поликругах,  мы  приводим  основные  свойства  автоморфизмов  на  этих

поликругах  .  открытый  единичный  поликруг  в 

.

Известно, что для  мы обозначаем биголоморфное отображение

, заданное , в единичный круг . Эти отображения

известны  как  преобразования  Мебиуса  .  Легко  показать,  что

отображение  удовлетворяет ,  и .

Подгруппу  автоморфизмов  этого  поликруга,  составляют,  очевидно,

дробно-линейные преобразования

где , , -комплексные, а действительные числа.

При   к этим преобразованиям можно добавить еще те, которые

получаются  из  них  дополнительной  перестановкой  переменных

,  где   -  взаимно  однозначное  отображение

множества  на себя.

Любой автоморфизм поликруга  имеет вид (1) или получается

из (1) перестановкой переменных . [1]



Группа  автоморфизмов   характеризуется  следующим

образом:  пусть  .  Тогда  существуют  ,

 и перестановка  из  такие, что 

.

Компонента связности  единицы  - это подгруппа, заданная

всеми автоморфизмами из

,

где  обычное преобразование Мебиуса .

Если  функция   является  -субгармоничной  на   и

,  то   также  является  -

субгармоничной для всех . [4]

Инвариантный оператор Лапласа  функций на дважды гладких в 

определяется следующим образом:

где  ,  обычный  лапласиан.  Оператор   называется

инвариантным, потому что он коммутирует с автоморфизмами поликруга

 в следующем смысле: , где  ( ), а

любой биголоморфный автоморфизм поликруга . [2]

Для  произвольного   обозначим  через   пространство  всех

функций , удовлетворяющих уравнению

.



Случай   наиболее  интересен.  Элементы  пространства   мы

будем называть -гармоническими функциями.

Определение 1.1. Функция   называется  -

гармонической ( -субгармонической) в , если  ,

где  инвариантный лапласиан в . [4]

Совершенно ясно,  что  каждая  -гармоничная  функция   в  

удовлетворяет .

Заметим,  что  если  функция   является   (для  всех

),  то  она  -гармонична  в  .  Приведен  пример  функции,

удовлетворяющей равенству ,  но  не  являющейся  -

гармоничной на . [4]

Р.М. Мадрахимов  в работе  [6]  получил следующий результат:  если

функция   гармоническая и  -субгармоническая в  , то   -

гармончна в .

Вопрос. Если функция  является гармонической в , то является

ли гармонической функция ?

Ответ  на  этот  вопрос  отрицательный,  как  показывает  следующий

пример функция 

Поскольку  в , и , то функция 

не является гармонической в .

Если мы рассмотрим дополнительные условия на  -гармоническую

функцию  и  аналогичный  вопрос  в  поликруге,  то  получим  следующие

результаты.



2. Основные результаты работы. 

Теорема 2.1. Eсли функция  -гармоническая в , то  

-субгармоническая в .

Доказательство. Для функции   инвариатный лапласиан имеет

следующий вид: 

.

По условию теоремы  и  если  -

вещественная  функция,  то  .  Из  следующих двух  равенств

 вытекает,  что

для    при   и  ,  то  .

Значит, функция  - -субгармоническая функция.

Теорема  2.2. Если  для  функции   выполняются

  в  ,  то  функция  

является -гармонической функцией в .



Доказательство.  Для функции   инвариант оператора Лапласа

имеет вид:

.

Из условия теоремы   и  ,  ,

 вытекает,  что  .  Отсюда

получаем   для  функции  .  Известно,

что если  - вещественная функция, то . Значит, 

.



Для   . Тогда .

Отсюда вытекает, что  или . Тогда, . Значит,

функция  является -гармоничной.
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