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Abstract. In this paper, we consider a differential game of two pursuers and
one evader on a truncated tetrahedron. The maximum speed of a pursuer and an
evader is p;=1 and the maximum speed of the second pursuer is 1/2<p,<1, If the
stateof a pursuer coincides with the state of evader, the evader is considered captured.
It is proved that pursuers can capture the evader from any initial states of the players
on the edges of truncated tetrahedron. In addition, pursuit strategies that guarantee the

completion of pursuit are constructed.
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TeTpaspa. MakcrMasbHass CKOPOCTb OJIHOTO TIpec/ie/ioBaTe/isi U yOeraroiiero paBHa
p,=1, a MakcMMa/ibHasg CKOPOCTH BTOPOro IpecienoBaTens paBHa 1/2<p,<1, Ecmm
reoMeTprUuecKre COCTOSIHHSI OZJHOTO Tpecsie[joBaTesisi U yberaroiiero CoBmajaioT, TO
yberaromuii cuutaeTcsi MOMMaHHBIM. JlOKa3aHO, UTO [y JIOOBIX Haya/lbHBIX
COCTOSTHUI WI'POKOB TIpec/ie/Iytole MOTYT ToiMaTh yOeraroiero B urpe Ha pebpax
yCEeUeHHOr0 TeTpaszpa. Kpome Toro, s TpecieyroluX IMOCTPOEHbI CTpaTeruu

rapaHTUPYROIHE IMTONMKY.

KimoueBbie coBa: PebGepHblii Tpad MHOrorpaHHuKa, guddepeHIManbHast

Urpa, TIpec/e[yoLui, yberaroiuii, cTpaTerusi.
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Annatatsiya. Ushbu maqolada kesik tetraedr qgirralari bo’ylab harakatlanuvchi
ikki quvlovchi va bir qochuvchining quvlash differensial o’yinini o’rganilgan.
Qochuvchining va bir quvlovchining maksimal tezligi p,=1 ga, ikinchi quvlovchining
maksimal tezligi esa 1/2<p,<1 ga teng. Agar biror quvlovchi va gochuvchining
geometrik holatlari ustma-ust tushsa, qochuvchi tutilgan hisoblanadi. O’yinchilarning
kesik tetraedr qirralaridagi ixtiyoriy boshlang’ich holatlari uchun qochuvchini tutish
mumkinligi isbotlangan. Bundan tashqari, quvlovchilar uchun tutish strategiyalari

ham qurilgan.

Kalitso’zlar: Ko’pyoq grafi, differensial o’yin, quvlovchi, gochuvchi,

strategiya.
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Kirish
Differensial o’yin tushunchasi birinchi bo’lib amerikalik matematik Rufus
Isaacs tomonidan [1] kiritilgan. Pontryagin [2] va Krasovskii [3] lar differensial
o’yinlar nazariyasining formalizatsiyasini yaratishga fundamental hissa qo’shishgan.

Bu nazariya Azamov [4], Chikrii [5], Fleming [6], Friedman [7], Petrosyan [8],

Satimov [9] kabi tadqiqodchilar tomonidan chuqur natijalar olinib rivojlantirildi.

Hozirgi vaqtda differensial o’yinlar sohasida gizg’in muhokama qilinayotgan
eng dolzarb masalalardan biri ko’p quvlovchili differensial o’yinlarga oid
masalalardir. Bunday differensial o’yinlarga bag’ishlangan Chernousko [10],
Pshenichnii [11] kabi ishlardan ko’p quvlovchili differensial o’yinlar o’zining

dastlabki etaplaridayoq tez rivojlanganini kuzatish mumkin.

Oxirgi yillarda ko’pquvlovchili differensial o’yinlarga qizigish yanada ortib
borayotganini, masalan, quyidagi maqolalardan ham ko’rish mumkin: Patsko v.b.
[12], Ibragimov v.b. [13], Ibragimov va Salleh [14], Blagodtskix va Petrov [15],
Azamov v.b. [16], Ramana va Mangal [17], Sun va Tsiotras [18], Ibragimov v.b. [19],
Ibragimov [20], Garcia v.b. [21].

Ushbu [7] maqolada qaralgan differensial o’yinlarda hujumchi va himoya
giluvchilar guruhidan tashgari hujumchi nishonga oladigan maydon ham bo’ladi.
Hujumchining magsadi himoya giluvchilar guruhiga tutilmay o’sha maydonga yetib
borishdan iboratdir. Himoya gqiluvchilar guruhining maqgsadi esa hujumchini u

maydonga kiritmaslik, yoki kirishiga imkon boricha halaqit berishdir.

Ushbu [20] maqolada R" da ko’p quvlovchili va bir qochuvchili differensial
o’yin qaralgan. Quvlovchilarning tezliklari qochuvchining tezligidan kichik.
Quvlovchilarning soni nechta (chekli) bo’lishiga gqaramay va ular qochuvchini o’rab
turganmi yoki yo’qligiga qaramay, qochuvchi uchun quvlovchilarga tutilmay qochib

ketish strategiyasi qurilgan.



Differensial o’yinlarning yana bir turi bu graflardagi differensial o’yinlardir.
Bunday differensial o’yinlarda o’yinchilar grafning girralari bo’ylab harakat gilishadi.

Bunday o’yinlar, masalan, [22], [23] maqolalarda garalgan.

1-rasm. K kesik tetraedr.

Ushbu [23] maqolada d+1-0’lchamli kokubning qirralaridagi quvlash va qochib
ketish differensial o’yinlari o’rganilgan va qochuvchini tutish uchun quvlovchilarning

optimal soni topilgan.

Joriy maqolada kesik tetraedr K (1-rasm) girralari bo’ylab quvlash differensial
o’yinini o’rganiladi. Barcha o’yinchilar kesik tetraedrning girralari bo’ylab harakat
qgilishadi. Ixtiyoriy boshlang’ich holatdan o’yinni tugatish uchun quvlovchilarning
tezliklariga shart olingan. Bundan tashqari, quvlovchilar uchun tutish strategiyalari

ham qurilgan.



Masalaning qo’yilishi

Quyidagi

Xi:ui’ Xi(o):Xioyi::[:z:

y=v, y(O]ZyO,

(D

Tenglamalar bilan beriladigan ikkita X,, X, quvlovchilar va bitta y qochuvchining
differensial o’yinini qaraymiz, bunda X, Yo € K, X;0#y,, i=1,2; u; — i-quvlovchining, v
esa qochuvchining boshgaruv parametri. Barcha o’yinchilar kesik tetraedr K ning

girralari bo’ylab harakatlanadi, x;, X, quvlovchilarning maksimal tezliklari, mos

ravishda, p, p, larga, y qochuvchining maksimal tezligi esa o ga teng, ya'ni |u|<p;,

i=1,2, |v|<o.

Ta’rif 1. Agar ushbu

X =u;, x,[0]=x,,

1

Koshi masalasining x| yechimi x,t| € K, t>0, shartni qanoatlantirsa, u*|, u;:é - B[p)]

, funksiya x;, i € (1,2}, quvlovchining joiz boshqaruvi deyiladi.
Ta’rif 2. Agar ushbu
y:V’Y(OV):)’o’

Koshi masalasining y!|-| yechimi y(t| € K, t>0, shartni qanoatlantirsa, v!|-|, v:¢ - Blo|

funksiya y qochuvchining joiz boshqaruvi deyiladi.

Biz quvlash differensial o’yinini garaymiz. Bunday differensial o’yinlarda
quvlovchilar biror strategiyalarni qo’llaydi, gochuvchi esa ixtiyoriy joiz boshgaruvni

go’llaydi.
Endi quvlovchilarning strategiyalariga ta’rif beramiz.

Ta’rif 3. Agar u=U,t,x,,x,,y,v|, i=1,2, funksiyalar va qochuvchining

ixtiyoriy v=v|t| joiz boshqaruvi uchun (1) Koshi masalasi yagona x,lt|,x,lt], ylt| e K,



t>0, yechimga ega bo’lsa, |t:X,,%,,y,v|~U[t,x,x,,y,v|, i=1,2 funksiyalar mos

ravishda x;, i=1,2, quvlovchilarning strategiyalari deyiladi.

Ta’rif 4. Agar o’yinchilarning ixtiyoriy boshlang’ich holatlari uchun
quvlovchilarning shunday strategiyalari topilib, biror t1>0va i€ (1,2} da x,|t|=ylt]

bo’lsa, u holda quvlash tugadi yoki qochuvchi tutildi deb aytamiz.

Quvlovchilar mumkin qadar o’yinni tez tugallashga harakat qilishadi.

Qochuvchi esa iloji boricha o’yinda quvlash tugashini kechiktirishga harakat qgiladi.

Masala quvlovchilarga quvlashni tugatishni kafolatlaydigan strategiyalar

qurishdan iborat.

Asosiy natija

Teorema 1. Agar p,=1 va 1/2<p,<1 bo’lsa, u holda kesik tetraedr K ning

qgirralari ustida qaralayotgan o’yinda quvlashni tugatish mumkin.

Isbot. Quvlovchilar geometrik holatlarini X;, X,, qochuvchi vaziyatini esa Y
bilan belgilaylik. Teoremani isbotlash uchun X, quvlovchining maksimal tezligi 1 ga,

X, quvlovchining maksimal tezligi tezligi 1/2 teng bo’lgan holni qarashimiz yetarli.



2-rasmX; va X, quvlovchilar B, uchda.

Endi quvlovchilarga qochuvchini tutish uchun strategiyalar quramiz.

A. Dastlab X, va X, quvlovchilar gochuvchini Kkesik tetraedrning 2-rasmda
qgizil rangda ko’rsatilgan B, B, B;uchburchagi va B,C,, B,D,, B; A, girralaridan chiqarib
yuboradi. Buning uchun quvlovchilar biror t;vaqtda kesik tetraedrning B; uchiga

kelishsin va X; quvlovchi shu uchda vaqtincha harakatlanmay tursin.

Agar qochuvchi ¢, vaqtda B,C; girrada bo’lsa, X, quvlovchi bu girra bo’ylab C;
ga harakat qilib qochuvchini tutadi, yoki uni bu girradan chiqarib yuboradi. Agar
gochuvchi t; vaqtda B,C; girrada bo’lmasa, X, quvlovchi B, B,B; uchburchak bo’ylab

soat strelkasi yo’nalishiga qarama-qarshi yo’nalishda aylansin.

Agar X, quvlovchi B, uchga kelganda qochuvchi B,D; girrada bo’lsa, X,
quvlovchi D; uch tomon yuradi va qochuvchini B, D; girradan chiqarib yuboradi. Agar
X, quvlovchi B; uchga kelganda qochuvchi B;B, girrada bo’lsa, u holda qochuvchi X,
va X,ga gqamalib qolgan bo’ladi va X, quvlovchi B; tomon harakat gilib gochuvchini

tutadi.



Agar X, quvlovchi B; uchga kelganda qochuvchi B;A; qirrada bo’lsa, X,
quvlovchi A; uch tomon yuradi va qochuvchini B;A; girradan chigarib yuboradi.
Demak quvlovchilar qochuvchini biror ¢, vaqtda B,B,B; uchburchak va B,C;, B,D;,

B, A4 girralaridan chigarib yubora oladi ekan.

By
XA
—® B,
B, X
o As
K
Cs; @ D;
O e
Az Al
O ®
Cy D,
O @
Cz Dl

3-rasm. X, quvlovchi B, X;=D,Y tenlikni saqlab harakatlanyapti.

B, uchdagi X, quvlovchi t, vaqtdan boshlab qochuvchini B, B,B; uchburchakka
keltirmay yura oladi. Chindan ham qochuvchi B,, B,, B; uchlarga fagat C;, Ds;, A,
uchlar orqali kela oladi. Agar biror vaqtda qochuvchi D; ga kelib B, uch tomon
harakat qilsa, X; quvlovchi shu vaqtdan boshlab B; X,=D;Y tenglikni saqlagan holda
B, B, girrada harakat qgiladi (3-rasm). Agar qochuvchi B,D; qgirra bo’ylab D; ga kelsa,
B, X,=D,;Y tenglikka ko’ra X, quvlovchi B, ga keladi; endi agar qochuvchi B,D,

girradan chiqib ketsa, X; quvlovchi B; da yana harakatlanmay turadi.

Agar biror vagtda gochuvchi A; ga kelib B; uch tomon harakat qilsa, X,
quvlovchi shu vaqtdan boshlab B, X,=B,Y tenglikni saglagan holda BB, girrada

harakat giladi. Agar qochuvchi A;B; girradan chigib ketsa, X; quvlovchi B; da yana



harakatlanmay turadi. Shunday qilib, X; quvlovchi shu qochuvchi B,B,B,

uchburchakka keltirmaydi.

B. C,C,, C,C,, C;B, qirralardan tuzilgan uch-yulduzni S(Cs| bilan, D;D,,
D,D,, D,B, girralardan tuzilgan uch-yulduzni S(Ds bilan, A;A,, A;A,, A,B, qirralardan

tuzilgan uch-yulduzni S|A;| bilan belgilaylik.

B3

4-rasm. Qochuvchi S(C;| uch-yulduzda.

t, vaqtdan boshlab X, quvlovchi harakat qilib biror t; vaqtda A, uchga kelsin va
A;A,C,C,D, D, oltiburchak qirralari bo’ylab soat strelkasi yo’nalishiga qarama-qarshi

yo’nahShda A1 - Az - C1 - Cz - D1 - D3 - A1 - Az - C1 kabi aYIaHSin.

X, quvlovchi C,C, girra bo’ylab harakatlanayotganida qochuvchi S|C;| uch-
yulduzda chiqib ketmasa, ravshanki biror t, vaqtda X, quvlovchi Y qochuvchining
C,C, qirradagi Y 'proyeksiyasi ustiga keladi (4-rasm). Shu vaqtdan boshlab X,

quvlovchi C,C, girra bo’ylab Y ' proyeksiyasi ustida, ya’ni X,=Y' tenglikni saqglagan



holda harakatlansin. Bunda X, quvlovchi qochuvchini C, va C, uchlarga keltirmaydi,

chunki gqochuvchi €, yoki C, uchga kelganida X, quvlovchi ham o’sha uchda bo’ladi.

Agar t, vaqtdan boshlab X; quvlovchi B,C; girra orqali Y tomon yursa, Y

qochuvchi S|C,| uch-yulduzda gamalib qolgani uchun biror vaqtda tutiladi.

Huddi shuningdek agar X, quvlovchi D, D, qgirra bo’ylab harakatlanayotganida
qochuvchi S(Ds| uch-yulduzdan chiqib ketmasa, yoki X, quvlovchi A, A, girra bo’ylab
harakatlanayotganida qochuvchi S(A;] uch-yulduzdan chigib ketmasa, u albatta

tutilishini ko’rsatish mumkin.

Bs
N ‘/\ )
o Aj
X4
Y
Cs o D;
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A2 Al
Cl /OD2
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5-rasm. K kesik tetraedr.

Agar X, quvlovchi C,C, DD, A;A, girralar bo’ylab harakatlanayotganida
qochuvchi mos ravishda S|Cs), S(Ds), S(A,] uch-yulduzlarda qolib ketmasa, u holda

gochuvchi biror vaqtda A, orgali o’tib C; uchga kelishga majbur.



C, uchga esa A; uch orqali, yoki A; uch orqali o’tib kelishi mumkin xolos.
Qochuvchi biron t; vaqtdan boshlab, A, yoki A; nuqtalardan C,uch tomonga S|A,|uch-
yulduz bo’yab harakatlana boshlasin. U holda ts vaqtdan boshlab B; uchdagi X,
quvlovchi X, C,=YC, tenglikni saglagan holda harakatlanadi (5-rasm). Bunda agar
qgochuvchi C, nuqtaga kelsa, X,quvlovchi ham qgochuvchi bilan bir
vagtda C,nuqgtaga keladi va qochuvchi tutiladi. Agar gqochuvchi biror
vaqtda S|A,| uch-yulduzni A,va A, nugtalariga kelsa, X,C,=YC,tenglikka

ko’ra quvlovchi bu vaqtda B; ga keladi.

Agar gochuvchi S|A,] uch-yulduzning tashgarisida harakat qilsa,
X, quvlovchi quyidagicha harakat giladi. Agar gochuvchi A;B.qirra
bo’ylab harakat qilsa, quvlovchi B;X,=B;Y tenglikni, agar gochuvchi
D,;B,qirra bo’ylab harakat qilsa, quvlovchi B,X,=B,Y tenglikni saglagan
holda harakat qiladi.

Agar qochuvchi S(AJuch-yulduzda ham, A;B;va D.B, girralarda
ham bo’lmasa, u holda X, quvlovchi B, nuqtada turaveradi. X,
quvlovchi t; vagtdan boshlab gochuvchini B,B,B; uchburchakka ham
keltirmaydi, hamda C, uchdan ham o’tkazmaydi

Qochuvchi S|A;| uch-yulduzda qolib ketmaydigan holni qarayotganimiz uchun
u A,C; qgirraga keladi. Ma’lum vaqtdan keyin X, ham bu qirraga yetib keladi va

gochuvchini tutadi. Teorema isbotlandi.

HULOSA
Ushbu maqolada kesik tetraedr qgirralari bo’ylab harakatlanuvchi ikki quvlovchi
va bir qochuvchining quvlash differensial o’yinini o’rgandik. Kesik tetraedr —
Arximed jismlari turkumiga kiradi. Ushbu maqola Arximed jismlari girralari ustidagi

differensial o’yinlarga bag’ishlangan dastlabki maqoladir.



Magolada ikkita quvlovchi maksimal tezligi 1 ga teng bo’lgan bitta

gochuvchini tutishi uchun ularning tezliklariga yetarli shart topilgan. Shu bilan birga

bu quvlovchilarning hech biri yolg’iz harakat qilib qochuvchini tuta olmaydi. Shu

ma’noda aytganda qochuvchini tutish uchun eng kam quvlovchilar soni 2 ta ekan.

Magqgolada o’yinchilarning kesik tetraedr girralaridagi ixtiyoriy boshlang’ich

holatlari uchun gqochuvchini tutish mumkinligi isbotlangan. Bundan tashqari,

quvlovchilar uchun tutish strategiyalari ham qurilgan.

Magola boshga Arximed jismlari girralarida differensial o’yinlarni tadqiq qilish

uchun asos bo’lib hizmat qiladi va ularga keng yo’l ochadi.
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