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Аннотация: В  работе  для  неоднородного  уравнения  четвертого

порядка с младшими членами с переменными коэффициентами рассмотрена
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одна  краевая  задача  в  прямоугольной  области.  Единственность  решения

поставленной  задачи  доказана  методом  интегралов  энергии.  Решение

выписано  через  построенную  функцию  Грина.  При  обосновании

равномерной  сходимости  установлена  отличность  от  нуля  “малого

знаменателя”.
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Annotation: In this paper, for an inhomogeneous fourth-order equation with

lower  terms  with  variable  coefficients,  one  boundary  value  problem  in  a

rectangular  domain is  considered.  The uniqueness  of  the solution of  the stated

problem is proved by the method of energy integrals. The solution is written with

the  help  of  the  constructed  Green’s  function.  In  substantiating  the  uniform

convergence, the “small denominator” is established to be nonzero.
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ВВЕДЕНИЕ.
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В  данной  работе  в  области  

рассматривается уравнение четвертого порядка в виде

где   и  ,  ,   –  заданные  достаточно  гладкие

функции.

Заменой

это уравнение можно привести к уравнению

 (1)

где ,  выражается через ,  и ,

Уравнение  (1),  обычно называется  уравнением четвертого  порядка с

кратными характеристиками, содержащее вторую производную по времени.

АНАЛИЗ ЛИТЕРАТУРЫ:

Изучение многих задач газовой динамике,  теории упругости,  теории

пластин  и  оболочек  приводится  к  рассмотрению  дифференциальных

уравнений  в  частных  производных  высоких  порядков.  С  точки  зрения

физических  приложений  представляют  большой  интерес  и

дифференциальные уравнения четвертого порядка (см. [1], [2], [3], [4]). 

Монография Джураева Т.Д., Сопуева А. [5] посвящена классификаций

дифференциальных уравнений в частных производных четвертого порядка и

решению краевых задач  для  таких уравнений.  Согласно лемме 1.3  из  [5],

уравнение (1) относится к параболическому типу.

В работах [6], [7], [8], [9], [10], [11] изучены ряд корректных краевых

задач  для  уравнений  третьего  порядка  с  кратными  характеристиками,
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разработанную  в  этих  работах  методику  применяем  для  уравнения

четвертого порядка.

Аманов  Д.,  Мурзамбетова  М.Б.  в  работе  [12]  рассмотрели  задачу  с

краевыми  условиями  для  неоднородного  уравнения  четвертого  порядка  с

кратными характеристиками при .

Сабитов К. Б, Фадеева О. В. в работе [13] решили задачу с начальными

и граничными условиями для вынужденных колебаний консольной балки.

Иргашев  Б.  Ю.  в  статье  [14]  изучал  краевую задачу  для  уравнения

высокого  порядка  с  кратными  характеристиками  методом  построения

функции Грина. 

Уринов  А.К.,  Азизов  М.С.  в  работе  [15]  исследовали  задачу  для

уравнения четвертого порядка с неизвестной правой частью.

МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ.

Задача,  изучаемая  в  данной  статье,  во  многим  отличается  от

упомянутых выше работ. Во-первых, в уравнение включены младшие члены.

Во-вторых,  в  вышеупомянутых работах собственные функции найдены по

переменной  ,  по   делают  остальные  выкладки.  В  нашем  работе

собственные функции находим по переменной , а по  решаем задачу при

помощи  построения  функции  Грина  и  получаем  интегральное  уравнение

Фредгольма  второго  рода,  решая  это  уравнение  находим  решение

поставленной задачи.

АНАЛИЗ И РЕЗУЛЬТАТЫ.

Для уравнения (1) в области  изучим следующую задачу.

Задача  . Найти  функцию   из  класса  ,

удовлетворяющую  уравнению  (1)  в  области   и  следующим  краевым

условиям: 

 (2)
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где ,  ,  ,  ,   заданные  достаточно  гладкие

функции.

Отметим,  что в  работе [12] рассмотрен случай  ,  ,  а  в

работах [13], [15-17] исследованы краевые задачи для модельных уравнений

четвертого  порядка  спектральном  методом.  В  работе  [18],  метод  Фурье

используется  для  решения  краевой  задачи  для  модельного  уравнения

произвольного четного порядка.  В работах [19], [20], исследованы краевые

задачи для уравнения (1)  когда все коэффициенты постоянные.  В работах

[21], [22] исследованы другие краевые задачи для уравнения (1).

Теорема 1. Если задача  имеет решение, то при выполнении условий

, ,  ,  ,

,   оно единственно. 

Доказательство.  Предположим, обратное пусть задача   имеет два

решения   и  .  Тогда  функция  

удовлетворяет однородному уравнению (1) и однородным краевым условиям.

Докажем, что  в .

В области  справедливо тождество

 (3)

Интегрируя  тождество  (3)  по  области   и  учитывая  однородные

краевые условия, получим
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При ,  из четвертый интеграл имеем

Если ,  тогда из второй интеграл 

получим

а из первой интеграл

Отсюда вывод, что 

Учитывая  имеем

Поставим это в однородное уравнение

Тогда получим

Теорема 1 доказана.

Замечание. Отметим,  что  при  нарушении  условий  теоремы  1,

однородная  задача   для  однородного  уравнение  (1)  может  иметь

нетривиальные решения. Например, легко можно убедится, когда ,

, задача
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имеет нетривиальное решение вида

Теорема 2. Если выполняются следующие условия:

1. , ;

2. ;

3. , , ;

4. , , ;

то решение задача  существует. Здесь

, , .

Доказательство. Рассмотрим следующую задачу:

(4)

Известно,  что нетривиальное решение задачи (4),  существует только

при

Эти  числа  являются  собственными  значениями  задачи  (4),  а

соответствующие ими собственные функции, которые образуют в  

полную ортонормированную систему, имеют следующий вид:
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Решение задачи  ищем в виде

(5)

Формально считая, что (5) удовлетворяет уравнение (1), и подставляя

(5) в (1), учитывая граничные условия (2), получим задачу:

(6)

где 

Решаем  задачу  (6)  с  помощью  функцию  Грина.  Для  построения

функции  Грина  сначала  приводим  краевые  условия  к  нулю.  Введем

обозначение

(7)

здесь  известная функция.

Вставим (7) в (6). Тогда получим задачу

(8)

здесь  известная функция.

Сначала решаем задачу (8) при , т.е. . В этом случае

Задачу (8) запишем в следующем виде:
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(9)

Согласно теореме 1, задача 

имеет  только  тривиальное  решение  и  существует  единственная  функция

Грина  для задачи (9). Решение задачи (9) имеет вид

Тогда решение задачи , при , имеет вид

(10)

В дальнейшем максимальное значение всех найденных положительных

известных чисел в оценках будем обозначать через .

Находим оценки для (10) и  в следующем виде:

При , решение задачи (8) ищем в виде

(11)

где  функция Грина задачи

которая имеет вид 
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здесь 

где 

Предположим, , тогда

.
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Учитывая , имеем систему неравенств

который не имеет решение. Значить,

.

И так .

Чтобы оценит  снизу будем считать, что , тогда имеем 

.

Правая  сторона  этого  неравенство  при  дискретных  значениях  

возрастает, поэтому при  принимает минимальное значение и получим

Это доказывает отсутствие «малого знаменателя».

Учитывая условие 1 теоремы 2, интегрируя по частям второй интеграл

в равенстве (11) и введя обозначения

получим

(12)

являющееся интегральным уравнением Фредгольма второго рода.  Запишем

решение (12) с помощью резольвенты 

(13)

где
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называется резольвентой,

В силу (5), (7), (10) и (13) решение задачи  имеет вид 

 (14)

Проверим (14) на сходимость. Для оценки резольвенты мажорирующий

ряд имеет вид

(15)

где

Условие 2 теоремы 2 можно записать в виде

отсюда

,

тогда  мажорирующий  ряд  (15)  является  бесконечно  убывающей

геометрической  прогрессией.  В  этом  случае  резольвента  равномерно

сходится, и его оценка имеет вид

(16)

Теперь  оценим  .  Сначала,  учитывая  условии  3,  4  теоремы  2,

интегрируем по частям  три раза, а  два раза и получим следующие

оценки:
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(17)

где

 .

Учитывая (17), находим

(18)

Согласно (16), (18) имеем

(19)

Учитывая (19) и оценку

получим

После некоторых вычислений и введя обозначение

находим оценку для  в следующем виде:
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где  второй  ряд  сходится  абсолютно  и  равномерно.  Чтобы  доказать

абсолютную  и  равномерную  сходимость  первого  ряда,  мы  используем

неравенства Коши-Буняковского и Бесселя

здесь

, .

Учитывая уравнение (1), заключаем, что и  тоже сходится. Теорема

2 доказана.

Выражаю  глубокие  благодарности  своему  научному  руководителю

Апакову  Юсупжону  Пулатовичу,  доктору  физика-математических  наук,

ведущему  научному  сотруднику  института  математики  имени

В.И.Романовского,  за  постановку  задачи  и  постоянное  внимание  к  его

реализации.

Заключение

Рассмотрена новая корректная краевая задача в прямоугольной области

для  неоднородного  уравнение  четвертого  порядка  с  кратными

характеристиками,  когда  все  коэффициенты  переменные.  Единственность

решения  поставленной задачи  доказана  методом  интегралов  энергии  с

необходимыми и достаточными условиями. При нарушении необходимых и

достаточных условий задача может не иметь единственного решения. На это

приведено контрпример в виде замечание. 

Для  того  чтобы  доказать  существование  решения  задачи,  сначала

методом  Фурье  были  разделены  переменные.  Затем  были  найдены
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собственные значения и собственные функции по переменной  . Решение

задачи, образованной по переменной , искали с помощью функции Грина и

приходили к  решению интегрального уравнение Фредгольма второго рода

относительно неизвестной функции.  Решение этой интегралной уравнении

найдено с помощью резольвенты, а решение поставленной задачи найдено в

виде ряда и доказана сходимость решения и его производных, входящих в

уравнение.
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