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Anneotatsiya. Maqola uch o‘lchamli Yevklid fazodagi muntazam va yarim
muntazam ko‘pyoqliklarning mavjudligi va ularning tuzilishiga bag‘ishlangan.
Kiritilgan ta’rif yordamida uch o‘chamli fazoda 5 ta muntazam ko‘pyoqlik va 13 ta
yarim muntazam ko‘pyoqlik mavjudligi isbotlandi.

Kalit so‘zlar: qavariq ko‘pyoqlik, muntazam ko‘pburchak, muntazam

ko‘pyoqlik, uch, qirra, yoq, yarim muntazam ko‘pyoqlik.

O CYIIECTBOBAHMUWMU ITPABUJIBHbBIX U ITOJIYIIPABUJ/IBHBIX
MHOI'OI'PAHHUKOB B TPEXMEPHOM ITPOCTPAHCTBE
AnHoTanms. CraTbsd TIOCBfIll[eHA CYL[eCTBOBAHWIO TMPaBWIbHBIX U
TIOTYTIPaBU/IbHBIX MHOTOT'PAaHHUKOB B TPEXMEPHOM €BK/IMI0BOM MPOCTPAHCTBE U UX
ctpoennto. C IMOMOII[bIO JaHHOTO OTpefiesieHus ObI/I0 JOKa3aHo, UTO B TPEXMEePHOM
TIPOCTPaHCTBE CYLIECTBYeT 5 MPaBUIbHbIX MHOTOIPAaHHUKOB U 13 MOJIynpaBU/IbHBIX
MHOT'OTPDaHHUKOB.

KnroueBbie C/IOBa: BBITTYKJIbIN MHOTOI'DaHHUK, MpaBU/IbHBIN
MHOTOYTOMbHUK, TPaBWIbHBI  MHOTOTpaHHMK, BepiliMHa, pebpo, TpaH,

HOHYHpaBHﬂbeIﬁ MHOT'OT'DdHHHUK.

ON THE EXISTENCE OF REGULAR AND SEMIREGULAR
POLYHEDRONS IN THREE-DIMENSIONAL SPACE
Annotation. The article is devoted to the existence of regular and

semiregular polyhedrons in three-dimensional Euclidean space and their structure.
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Using this definition, it was proven that in three-dimensional space there are 5
regular polyhedron and 13 semiregular polyhedron.
Key words: convex polyhedron, regular polygon, regular polyhedron,

vertex, edge, face, semiregular polyhedron.

Kirish. Uch o‘lchamli R’ Yevklid fazosida barcha nugqtalari tekislikka
tegishli bo‘lmagan qavariq, chegaralangan M jism berilgan bo‘lsin. ‘M — M
jismning chegarasi bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar M qavariq jismning chegarasi (ya’ni d M) chekli sondagi
qavariq ko‘pburchaklar birlashmasidan iborat bo‘lsa, u gqavariq ko‘pyoqlik deyiladi.

O0M chegarani tashkil qiluvchi ko‘pburchaklarning ham biri M
ko‘pyoqlikning yog‘i, yoqglarning umumiy tomonlari qgavariq ko‘pyoqlikning
girralari, girralarining umumiy uchlari ko‘pyoqgning uchi deyiladi [1].

Qavariq ko‘pyoqliklar quyidagi xossalarga ega.

1. M qavariq ko‘pyoqlikning har bir yog‘i bilan aniglanadigan I tekislikda
M ning ichki nuqtasi bo‘lmaydi.

2. M qavariq ko‘pyoqlikning barcha nugtalari uning biror yog‘i yotgan
tekislik bilan aniglanadigan yopiq yarim fazolardan biriga to‘la tegishlidir [3].

1-teorema. Har qanday qavariq ko‘pyoqlik o‘zining har bir yog‘i bilan
aniglangan barcha yarimfazolar kesishmasidan iborat bo‘ladi.

Ba’zi kitoblarda yuqoridagi teorema qavariq ko‘pyoqlikning ta’rifi sifatida
beriladi.

2-ta’rif. Agar M qavariq ko‘pyoqlikning barcha yoqlari kongurent
muntazam ko‘pburchaklardan iborat va hamma ko‘p yoqli burchaklari ham
kongurent bo‘lsa, M muntazam ko‘pyoqlik deyiladi [4].

Ravshanki, ko‘pyoqlikning har bir uchidan kamida uchta yog‘i o‘tadi va shu

uchdagi barcha yassi burchaklarning yig‘indisi 360° dan kichik bo‘ladi.



Bundan quyidagi fakt kelib chigadi. M muntazam ko‘pyoqlikning yog‘i
muntazam uchburchak, to‘rtburchak yoki beshburchak bo‘lishi mumkin.
Ko‘pyoqlikning uchidagi yoqlar soni 3 ta, 4 ta yoki 5 ta bo‘lishi mumkin.

Aytaylik ixtiyoriy M muntazam ko‘pyoqlik berilgan bo’lsin. Bu muntazam
ko’pyoqlining uchlarining soni U ta, girralari soni Q ta va tomonlari soni Y taga teng
bo’lsin. Qavariq ko‘pyogliklarda o‘rinli bo‘lgan Eyler teoremasi muntazam
ko‘pyoqliklar uchun ham o‘rinli bo‘ladi [2].

2-teorema. (Eyler teoremasi). Har ganday M muntazam ko‘pyoqlik uchun
U—-Q+Y=2 formula o‘rinli bo‘ladi.

Masalaning qo‘yilishi. Endi, uch o‘lchamli R’ Yevklid fazosida nechta
muntazam ko‘pyoqlik mavjud, ularning tuzilishi qanday bo‘ladi degan savollarga
javob beramiz.

Aytaylik M muntazam ko‘pyoqlik yog‘ining qirralari soni m ta,
ko‘pyoqlikning uchidan n ta girra chigsin. Bundan 3<m<5,3<n<5 munosabatni ayta
olamiz.

Ko‘pyoqlikning U ta uchining har biridan n tadan girra chiqishini, har bir
girra ikkita uchni tutashtirishini hisobga olib Q=% yoki U=§ tengliklarni yoza
olamiz. Bundan tashqari ko‘pyogqliklarning har bir girrasida ularning ikkita yog‘i
kisishadi. Demak Q=m—2Y yoki YZ% tengliklar o‘rinli.

Topilgan U=% va Y=% larni Eyler teoremasi shartiga qo‘yib,

1.1 _1.1
n m Q 2
tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglamani 3<m<5,3<n<5 shart bilan yechamiz.
Tenglamani qanoatlantiruvchi m,n,U,Q,Y natural gqiymatlarni topamiz.
1. m=3,n=3 bo‘lganda Q=6,U=4,Y=4 bo‘ladi. Bu muntazam ko‘pyoqlik
tetraedr (to‘rtyoq) deyiladi (1.a-chizma).
2. m=4,n=3 bo‘lganda Q=12,U=8,Y=6 bo‘ladi. Bu muntazam

ko‘pyoqlik kub (oltiyoq) deyiladi (1.b-chizma).



3. m=3,n=4 bo‘lganda Q=12,U=6,Y=8 bo‘ladi. Bu muntazam

ko‘pyoqlik oktaedr (sakkizyoq) deyiladi (1.c-chizma).
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1-chizma.
4. m=5,n=3 bo‘lganda Q=30,U=20,Y=12 bo‘ladi. Bu muntazam
ko‘pyoqlik dodekaedr (o‘n ikkiyoq) deyiladi (2.a-chizma).
5. m=3,n=5 bo‘lganda Q=30,U=12,Y=20 bo‘ladi. Bu muntazam

ko‘pyoqlik esa ikosaedr (yigirmayoq) deyiladi (2.b-chizma).

a)

2-chizma.
R’ fazodagi muntazam ko‘pyogliklar Pluton jismlari deb ham nomlanadi.

Asosiy natijalar. Agar muntazam ko‘pyoqlik ta’rifidagi ko‘pyoqlikning
yoglar kongurent muntazam ko‘pburchak bo‘lishi sharti o‘rniga yoqlari kongurent
bo‘lgan bir nechta muntazam ko‘pburchak bo‘lsin deb shart qo‘yilsa, bunday
ko‘pyoqliklar yarim muntazam ko‘pyoqliklar deyiladi. R’ fazodagi yarim muntazam
ko‘pyoqliklar Arximed jismlari deb nomlanadi. Bunday ko‘pyoqliklar 13 ta
ekanligini birinchi bo‘lib Arximed va shogirdlari topishgan [5], [6], [7].

Keling, yarim muntazam ko‘pyoqliklarni ham muntazam ko‘pyoqliklarni

topganimiz kabi ta’rif bo‘yicha topaylik. Aytaylik M yarim muntazam ko‘pyoqlik



uchlarining soni U ta, girralari soni Q ta va tomonlari soni Y taga teng bo’lsin.
Ko‘pyoqglikning Y ta yogi ikki xil VY,,Y,,YiY+Y, tadan muntazam
ko‘pburchaklardan yoki uch xil Y,,Y, Y, YiY,+Y,+Y, tadan muntazam
ko‘pburchaklardan iborat bo‘lishi mumkin.

Yarim muntazam ko‘pyoqlik yog‘ining qirralari soni m;.m,,m; (ular
m,<m,<m, shartni ganoatlantirsin) tadan, ko‘pyoqlikning uchidan n ta qgirra chigsin.
Ular uchun m;23,3<n<5 munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik M yarim muntazam
ko‘pyoqlikning har bir uchida n, ta yoqlari m, — burchak, 1, ta yoqglari m, — burchak
va N5 ta yoqlari m; — burchak joylashgan bo‘lsin. Yuqoridagi belgilashlar quyidagi
shartlarni ganoatlantiradi

nU=2Q,
mY +m,Y ,+m,Y,=2Q,

Un, Un, Un,
LY LY LY
m, m; ms

YiY+Y,+Y,,

3

nén,+n,+n,.
Arximed jismlari ham Eyler teoremasini qanoatlantiradi. Yuqoridagi

tengliklardan foydalanib Eyler tenglamasidan quyidagi tenglik kelib chigadi

Yuqoridagi tenglamani nén+ny+ng,m<m,<ms,m;23,3<n<5 shartlar bilan
yechamiz.

Masalan, n,=1,n,=2,m;=3,m,=6 bo‘lganda n=3,U=12,Y,=4,Y,=4,Q=18
ekanligi kelib chigadi. Bu kesilgan tetraedr bo‘ladi.

Agar n,=2,n,=2,m=3,m,=5 bo‘lsa n=4,U=30,Y,=20,Y,=12,Q=60 bo‘lib,
bu esa ikosadodekaedr bo‘ladi.

Agar n=1,n,=2,n,=1,m,=3,m,=4,my=>5 bo‘lsa n=4,U=60,
Y,=20,Y,=30,Y,=12,Q0=120 bo‘lgan yarim muntazam ko‘pyoqlik
romboikosadodekaedr bo‘ladi.

3-teorema. Ushbu



nén,+n,+n,,3<n<5
m;<m,<ms,m;=3
Un, . Un, . Un, .

Y, tY,, LY,
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tenglamalar sistemasi 13 ta yechimga ega va har bir yechim bittadan yarim
muntazam ko‘pyogqliklarni ifodalaydi.
Isbot. Sistemani n=3,n=4,n=5 bo‘lgan giymatlarda alohida yechib quyidagi
yechimlarni topamiz.
n=3 bo‘lganda yettita yechimga ega bo‘lamiz.
1.n=1,n,=2,m=3,m,=6,U=12,Y,=4,Y,=4,Q=18 — kesilgan tetraedr.
2.m=1,n=2,m=4,m,=6,U=24,Y,=6,Y,=8,0=36 — kesilgan oktaedr.

1).
5).

3.m=1,n,=2,m=3,m,=8,U=24,Y,=8,Y,=6,0=36 — kesilgan kub.
4.n,=1,n,=2,m=3,m,=10,U=60,Y,=20,Y,=12,Q=90 — kesilgan dodekaedr.
5.m=1,n,=2,m;=5,m,=6,U=60,Y,=12,Y,=20,Q=90 — kesilgan ikosaedr.

6. n=1,n,=1,n,=1,m,=4,m,=6,m,=8,U=48,Y,=12,Y,=8,Y,=6,Q=72 —

4)

3-chizma.

kesilgan kuboktaedr.



7. n,=1,n,=1,n,=1,m,=4,m,=6,m,=10,U=120,Y,=30,Y,=20,Y,=12,Q=180 —

kesilgan ikosadodekaedr.
n=4 bo‘lganda to‘rtta yechimga ega bo‘lamiz.
1.n,=2,n,=2,m,=3,m,=4,U=12,Y,=8,Y,=6,Q=24 — kuboktaedr.
2.n,=2,n,=2,m=3,m,=5,U=30,Y,=20,Y,=12,Q=60 — jkosadodekaedr.
3.m=1,n,=3,m=3,m,=4,U=24,Y,=8,Y,=18,Q=48 — rombokuboktaedr.
4, n,=1,n,=2,n,=1,m,=3,m,=4,m,=5,U=60,Y,=20,Y,=30,Y,=12,Q0=120 —

romboikosadodekaedr.
1) 2) 3)

4-chizma.

n=5 bo‘lganda ikkita yechimga ega bo‘lamiz.
1.m,=4,n,=1,m;=3,m,=4,U=24,Y,=32,Y,=6,Q=60 — giyshiq kub.
2.n,=4,n,=1,m,=3,m,=5,U=60,Y,=80,Y,=12,Q=150 — giyshiq dodekaedr.

1). | .

5-chizma.

Demak 3-teorema isbotlandi.
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