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области  для  неоднородного  дифференциального  уравнения  в  частных
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ВВЕДЕНИЕ

Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка

рассматриваются  при  решении  задач  теории  нелинейной  акустики  и  в

гидродинамической  теории  космической  плазмы,  фильтрации  жидкости  в

пористых средах [1]. 

В  совокупности,  всех  уравнений  третьего  порядка  особое  место  по

специфическому  характеру  занимают,  уравнения  с  кратными

характеристиками.



В работе [2], учитывая свойства вязкости и теплопроводности газа, из

системы  Навье-Стокса  было  получено  уравнение  третьего  порядка  с

кратными характеристиками, содержащее вторую производную по времени

Это уравнение при   описывает  осесимметричный поток,  а  при  

 описывает плоско - параллельный поток [3].

Первые  результаты  по  уравнению  третьего  порядка  с  кратными

характеристиками были получены в работах H. Block [4], E. DelVecehio[5].

L.  Catabriga в  работе  [6] для  уравнения   построил

фундаментальное  решение  в  виде  двойного  несобственного  интеграла  и

изучил свойства потенциала, решил краевые задачи.

В  работах  [7-8]  построены  фундаментальные  решения  уравнения

третьего  порядка  с  кратными  характеристиками,  содержащие  вторые

производные  по  времени,  выраженные  через  вырожденные

гипергеометрические  функции,  изучены их  свойства,  найдена  оценки  при

 

В работах [9-13], рассмотрены краевые задачи для уравнений третьего

порядка  с  кратными характеристиками,  при  помощи построения  функции

Грина. Также,  отметим  работы  [14-19],  в  которых,  рассмотрены  краевые

задачи для уравнений третьего порядка.  В работах [21-23] решена краевая

задача  для  неоднородного  уравнения  третьего  порядка  с  постоянными

коэффициентами, а в работе [24] с переменными коэффициентами с другим

краевым условиям. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В  области   рассмотрим  следующее

уравнение третьего порядка в вида

, (1)



где ,  заданная, достаточно гладкая 

функция. 

Заменой 

,

уравнение (1) можно привести к виду

,  (2)

где

 

,

Задача  .  Найти  функцию   из  класса  ,

удовлетворяющую уравнению (2) и следующим краевым условиям:

(3)

 (4)

где ,  заданные функции, .

ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

Теорема 1. Если задача  имеет решение, то при выполнении условий

 оно единственно.



Доказательство. Предположим,  обратное. Пусть  задача   имеет  два

решения   и   Тогда  функция  

удовлетворяет  однородному  уравнению  (2)  с  однородными  краевыми

условиями. Докажем, что  в .

В области  справедливо тождество

,

или

(5)

Интегрируя  тождество  (5)  по  области  ,  требуя   и

учитывая однородные краевые условия, получим

При  , из последнего слагаемого получим  

Если  , тогда из  пятьего слагаемого имеем  ,

поставив  это  равенство  в  условие  (3)  имеем  ,  отсюда

 Тогда , . Теорема 1 доказана. 
Замечание. Отметим,  что  при  нарушении  условия  теоремы  1

однородная  задача   для  однородного  уравнения  (2)  может  иметь

нетривиальные решения. Например, можно легко убедится, что когда  ,

, ,  задача 



где  решения уравнение

имеет нетривиальные решения вида

где  собственные значения,  соответствующие собственные функции

задачи

(6)

Отсюда, следует, что если   является параметром разделения, тогда

при  задача корректно поставлена, при  задача не корректна, т.е.

существует спектр.

СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ

Теорема 2. Если выполняются следующие условия: 

1) , ,  ,

, ; 

2) 

3) 

4)  то решение задачи  существует. 

Здесь  ,  ,

 - первая собственная значения задачи (6).



Доказательство.  Рассмотрим задачу  Штурма-Лиувилля  (6).  Известно

(см [20]), что для задачи (6) собственные значения  существует только при

 и 

. (7)

собственные функции имеют вид:

 (8)

В  [25],  доказана  теорема  о  возможности  разложения  функций  по

собственным функциям  .

Разложим  в ряд Фурье по :

где .

Учитывая условия 2, теоремы 2 интегрируем функцию  по частям

два раза и имеем оценку

, (9)

 здесь .

В  дальнейшем  для  все  известные  положительные  постоянные  будем

обозначать одной буквой .

Решение задачи  ищем в виде 

. (10)

Поставляя (10)  в уравнение (2) получим следующую задачу:



(11)

где . 

Учитывая условия 1 теоремы 2, интегрируем по частям  четыре раза

находим оценку

. (12)

где 

Введём новую функцию , по формуле 

, (13)

где  имеет вид:

.

Подставляя  (13) в (11) получим задачу 

(14)

здесь 

Отсюда, учитывая оценки (9), (12) имеем

Учитывая это, получим следующие оценки



(15)

Задача (14) эквивалентно на интегро-дифференциальное уравнение

(16)

где  функция Грина задачи 

которая имеет вид:

(17)

Здесь

Оценка имеет вид



(18)

Интегрируем по частям второй интеграл в (16), и  введём обозначения 

,

, (19)

тогда (19) примет вид

(20)

Используя равенство (19), имеем оценку для  в виде

Уравнения  (20)  является  интегральным  уравнением  Фредгольма  второго

рода. Запишем решение (20) с помощью резольвенты в виде

где

(21)

Здесь

Оценим резольвента (21). Из 

найдём оценку



Для  правой  части  этого  неравенство  составим  мажорирующий  ряд.

Введя обозначение

,

находим

,

,

,

………………………………………………………….

…………………………………………………

Тогда мажорирующий ряд имеет вид

. (22)

Из  условия  теоремы  2  имеем  .  Эту  неравенство  можно

записать в виде 

отсюда

,

тогда  мажорирующий  ряд  (22)  является  бесконечно  убывающей

геометрической  прогрессией.  В  этом  случае  резольвента  равномерно

сходиться, и его оценка имеет вид



(23)

Подставляя  в  и интегрируя, имеем 

.

 Учитывая оценки (18) и

  ,

получим 

. (24)

Из (23) и (24) имеем оценку

В силу (13) и (10) решение задачи  имеет вид

.

Проверим это решение на сходимость. Учитывая оценку

имеем

Покажем сходимост . Имеем



.

После  некоторых  вычислений,  учитывая  свойства  функции  Грина

находим  в следующем виде.

Здесь

Используя оценки (9), (12) и (18) находим

отсюда

Тогда имеем

Учитывая (7),  сходятся абсолютно и равномерно.

Из неравенство

можно заключить что и  тоже сходится.

Тогда решение задачи  можно представить в следующем явном виде:



Таким образом, доказана теорема 2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В  прямоугольной  области  рассмотрена  краевая

задача  для  неоднородного  дифференциального  уравнения  в  частных

производных  третьего  порядка  с  кратными  характеристиками,  с

переменными коэффициентами. Единственность решения доказана методом

интегралов  энергии.  Построен  контрпример  в  случае  нарушения  условий

теоремы  единственности.  Методом  функции  Грина  построено  решение

поставленной  задачи.  Доказана  абсолютная  и  равномерная  сходимость

построенного решения и его производных, входящих в уравнение.
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