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Annotatsiya. Ushbu maqolada o‘zgarmas koeffitsiyentli kichik hadlarga ega

bo‘lgan  to‘rtinchi  tartibli  tenglama  uchun  to‘rtburchak  sohada  bitta  chegaraviy

masala  ko‘rib  chiqilgan.  Qo‘yilgan  masala  yechimining  yagonaligi  energiya

integrallari  usuli  bilan isbotlangan. Yechim Grin funksiyasi  yordamida yoziladi.

Tekis  yaqinlashishni  isbotlashda  “kichik  maxraj”  nolga  teng  bo‘lmasligi

ko‘rsatiladi.
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Аннотация: В  работе  для  неоднородного  уравнения  четвертого

порядка с младшими членами с постоянными коэффициентами рассмотрена

одна  краевая  задача  в  прямоугольной  области.  Единственность  решения

поставленной  задачи  доказана  методом  интегралов  энергии.  Решение

выписано  через  построенную  функцию  Грина.  При  обосновании

равномерной  сходимости  установлена  отличность  от  нуля  “малого

знаменателя”.
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Annotation: In this paper, for an inhomogeneous fourth-order equation with

lower  terms  with  constant  coefficients,  one  boundary  value  problem  in  a

rectangular  domain is  considered.  The uniqueness of  the solution of  the stated

problem is proved by the method of energy integrals. The solution is written with
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the  help  of  the  constructed  Green’s  function.  In  substantiating  the  uniform

convergence, the “small denominator” is established to be nonzero.

Keywords: fourth-order  equation,  multiple  characteristics,  lower  terms,
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KIRISH.

Ushbu maqolada  sohada to‘rtinchi tartibli 

ko‘rinishdagi  tenglamani  qaraymiz.  Bu  yerda  ,   va  

yetarlicha silliq funksiya.

Ushbu

almashtirish yordamida yuqoridagi tenglamani 

 (1)

ko‘rinishga keltirish mumkin, bu yerda

Odatda  (1)  tenglama vaqt  bo‘yicha  ikkinchi  tartibli  hosilaga  ega  bo‘lgan

to‘rtinchi tartibli karrali xarakteristikali xususiy hosilali differensial tenglama deb

ataladi.

ADABIYOT TAHLILI:

Gaz  dinamikasi,  elastiklik  nazariyasi,  plitalar  va  qobiqlar  nazariyasining

ko‘plab  masalalari  yuqori  tartibli  xususiy  hosilali  differensial  tenglamalarni

o‘rganishga  keltiriladi.  Fizikaviy  jarayonlarda  qo‘llanilishi  nuqtai  nazaridan

to‘rtinchi tartibli differensial tenglamalar ham katta qiziqish uyg‘otadi (qarang [1],

[2], [3], [4]). 

Jo‘rayev T.D.  va Sopuyev A.  larning [5]  monografiyasi  toʻrtinchi  tartibli

xususiy hosilali  differensial  tenglamalarni  turlarga ajratish va ular  uchun ayrim



chegaraviy  masalalarni  yechishga  bagʻishlangan.  Shuning uchun,  tabiiyki,  “kun

tartibida”  to‘rtinchi  tartibli  xususiy  hosilali  differensial  tenglamalar  va  aralash

tenglamalar nazariyasini ishlab chiqish masalasi paydo bo‘ldi.

[6], [7], [8], [9], [10], [11] ishlarda uchinchi tartibli karrali xarakteristikali

tenglama  uchun  korrekt  chegaraviy  masalalar  o‘rganilgan  bo‘lib,  ularda  ishlab

chiqilgan  usullarni  to‘rtinchi  tartibli  karrali  xarakteristikali  tenglamalarga

qo‘llaymiz.

Amanov D., Murzambetova M.B. lar [12] ishda bitta kichik had qatnashgan

bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun chegaraviy masalani yechishgan. Sabitov K.

B., Fadeeva O.V. lar tomonidan [13] da konsolli balkaning majburiy tebranishlari

uchun boshlang‘ich va chegaraviy shartli masala yechilgan. Irgashev B.Yu. [14]

maqolasida  karrali  xarakteristikali  yuqori  tartibli  tenglama  uchun  chegaraviy

masalani Green funksiyasini qurish orqali oʻrgangan. O‘rinov A.K., Azizov M.S.

[15] da o‘ng tomoni noma‘lum bo‘lgan to‘rtinchi tartibli tenglama uchun masalani

o‘rgandilar.

TADQIQOT METODOLOGIYASI.

Ushbu maqolada o‘rganilgan masala yuqorida aytib o‘tilgan ishlardan ko‘p

jihatdan farq qiladi. Birinchidan, tenglamada kichik tartibli hosilalar qatnashgan.

Ikkinchidan,  yuqorida  qayd  etilgan  ishlarda  xos  funksiyalar   o‘zgaruvchi

bo‘yicha  topiladi  hamda  qolgan  hisob-kitoblar   o‘zgaruvchi  bo‘yicha  amalga

oshiriladi. Bizning ishimizda  o‘zgaruvchidan xos funksiyalarni topamiz,  dan

esa  Grin  funksiyasini  qurib,  ikkinchi  turdagi  Fredgolm  integral  tenglamasiga

kelamiz.  Bu  tenglamani  yechish  orqali  biz  qo‘yilgan  masalaning  yechimini

topamiz.
TAHLILLAR VA NATIJALAR.

 sohada (1) tenglama uchun ushbu masalani qaraymiz:

 Masala.  sohada (1) tenglamani qanoatlantiruvchi, 

sinfga  tegishli  hamda  ushbu  chegaraviy  shartlarni  qanoatlantiruvchi  

funksiyani toping:



 (2)

(3)

bu yerda   lar berilgan yetarlicha silliq funksiyalar.

Aytib o‘tish kerakki,  [13], [15], [16], [17] ishlarda to‘rtinchi tartibli karrali

xarakteristikali  model  tenglamalar  uchun  chegaraviy  masalalar  spektral  usul

yordamida o‘rganilgan. [18] da Furye usuli yordamida ixtiyoriy juft tartibli model

tenglama  uchun  chegaraviy  masala  yechilgan.  [19],  [20],  [21]  ishlarda  

o‘zgaruvchi  bo‘yicha  birinchi  tartibli  hosila  ham  qatnashgan  o‘zgarmas

koeffitsiyentli, [22], [23], [24], [25] ishlarda esa o‘zgaruvchan koeffitsiyentli (1)

tenglama  uchun  chegaraviy  masalalar  o‘rganilgan.  Ushbu  maqolada  ko‘rilgan

masala yuqorida keltirilgan ishlarning xususiy holi bo‘lmay, balki yangi natijadir. 

1-teorema.  Agar   masala yechimga ega bo‘lsa,  u holda  ,  

shartlar bajarilganda bu yechim yagonadir.

Isbot. Faraz qilaylik,  masala ikkita  va  yechimlarga ega

bo‘lsin. U holda  funksiya  bir jinsli (1) tenglamani va

bir  jinsli  chegaraviy  shartlarni  qanoatlantiradi.  sohada   ekanini

ko‘rsatamiz.

 sohada ushbu ayniyat o‘rinli:

(4)

(4) ni  soha bo‘yicha integrallab, bir jinsli chegaraviy shartlarni e’tiborga

olsak,

 ga  ega  bo‘lamiz.  Agar   bo‘lsa,  to‘rtinchi  qo‘shiluvchidan  ,

,  agar   bo‘lsa,  ikkinchi  qo‘shiluvchidan   bo‘lib,



 shartga  ko‘ra  ,  bundan  ,   ekani  kelib

chiqadi. 1-teorema isbotlandi.

1-izoh. Agar 1-teorema shartlari buzilsa, bir jinsli (1) tenglama uchun  bir

jinsli masala  notrivial  yechimga  ega  bo‘lishi  mumkin.  Masalan,  ,

 bo‘lganda

bir jinsli masala 

ko‘rinishdagi notrivial yechimlarga ega.

2-Teorema. Agar ushbu

1) ;

2) , , , ;

3) , , shartlar bajarilsa,  masala yechimi 

mavjud. Bu yerda

, .

Isbot. (2) chegaraviy shartni inobatga olib, quyidagi masalani qaraymiz:

(5)



Bizga ma’lumki, (5) masala faqatgina

bo‘lganda notrivial yechimga ega va (5) masalaning xos qiymatlari deyiladi hamda

ularga mos xos funksiyalar esa

(6)

ko‘rinishda bo‘ladi.

 masala yechimini ushbu ko‘rinishda qidiramiz:

(7)

(7) ni (1) tenglamani qanoatlantiradi deb, (3) chegaraviy shartlarni hisobga

olgan holda (7) ni (1) ga qo‘ysak, ushbu masalaga kelamiz:

 (8)

bu yerda

(8) masalani yechish uchun Grin funksiyasidan foydalanamiz. Ushbu 

 (9)

belgilash yordamida chegaraviy shartlarni nolga aylantiramiz. Bu yerda 

(9) ni (8) ga olib borib qo‘yamiz. Natijada,

  (10)

masalani olamiz. Uning yechimini quyidagicha izlaymiz:



 (11)

bu yerda  

 (12) 

masalaning Grin funksiyasi va uning ko‘rinishi quyidagicha:

bu yerda  

 



Lemma.  nolga teng emas.

Isbot: Faraz qilaylik,  bo‘lsin, u holda 

ga ega bo‘lamiz. Ammo 

tengsizliklar sistemasi yechimga ega emasligidan har doim 

bo‘ladi va  ekanligi kelib chiqadi.

 ning minimum qiymatini topish uchun  desak, 

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Bu  tengsizlikning  o‘ng  tomonidagi  ifoda   ning  natural

qiymatlarida o‘suvchi. Demak,  o‘zining eng kichik qiymatiga  da

erishadi:

.

Bu esa “kichik maxraj” ning mavjud emasligini  ham ko‘rsatadi.

Lemma isbotlandi.



(11) ni bo‘laklab integrallaymiz va ushbu

, ,

belgilashlarni kiritib, natijada

(13)

ko‘rinishdagi  Fredgolmning 2-tur  integral  tenglamasiga  ega  bo‘lamiz.

(13) tenglamaning yechimini rezolventa yordamida yozamiz:

, (14)

bu yerda

, ,

, .

(7), (9) va (14) ga ko‘ra  masala yechimi

(15)

ko‘rinishda bo‘ladi.

(15) ni  yaqinlashishga tekshiramiz,  rezolventani  baholash uchun majorant

qatorni quyidagi ko‘rinishda topamiz:

 (16)

bu yerda



2-teoremani 1-shartini quyidagi

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan 

hosil  bo‘lib,  (16)  majorant  qator  cheksiz  kamayuvchi  geometrik  progressiya

hadlari yig‘indisidan iborat bo‘ladi. Demak, rezolventa uchun 

(17)

bahoni olamiz.

 ni baholash uchun, avval, 2-teoremaning 2 va 3-shartlarini hisobga

olgan holda,  ni uch marta va  ni ikki marta bo‘laklab integrallaymiz va

ushbu

(18)

baholarga ega bo‘lamiz, bu yerda

(18) ni hamda quyidagi 

baholarni inobatga olgan holda 

 (19)

bahoga ega bo‘lamiz.

(17) va (19) dan foydalanib,  ning bahosini quyidagicha topamiz,



  (20)

 ni bahosini topamiz:

(21)

(20) va (21) baholardan foydalanib,

ga ega bo‘lamiz.

Endi   ni  tekis yaqinlashishga tekshiramiz.  Grin funksiyasida 3-

tartibli  hosilasida  uzilishga  egaligini  e’tiborga  olib,   dan  4-tartibli  hosila

olamiz:

Quyidagi 

baholardan foydalanib,

ga ega bo‘lamiz, bu yerda

U holda  ning bahosi



ko‘rinishda  bo‘ladi.  Bu yerda  2-qator  absalyut  va  tekis  yaqinlashuvchi.  1-qator

absalyut  va  tekis  yaqinlashuvchiligini  isbotlash  uchun  Koshi-Bunyakovskiy  va

Bessel tengsizliklaridan foydalanamiz:

bu yerda

(1) tenglamadan  ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. 2-teorema isbotlandi.

XULOSALAR.

Koeffitsiyentlari o‘zgarmas bo‘lgan karrali xarakteristikali to‘rtinchi tartibli

bir jinsli  bo‘lmagan tenglama uchun to‘g‘ri  to‘rtburchakli  sohada yangi korrekt

chegaraviy  masala  ko‘rib  chiqildi.  Qo‘yilgan  masala  yechimining  yagonaligi

yetarli  shartlar  bilan  energiya  integrallari  usuli  yordamida  isbotlandi.  Yetarli

shartlar buzilganda masala yagona yechimga ega bo‘lmasligi mumkinligiga misol

izoh shaklida keltirildi.

Masala yechimining mavjudligini isbotlash uchun birinchi navbatda Furye

usuli bilan o‘zgaruvchilar ajratildi. So‘ngra  o‘zgaruvchi bo‘yicha xos qiymatlar

va xos funksiyalar topildi.   o‘zgaruvchi bo‘yicha tuzilgan masalaning yechimi

Grin  funksiyasi  yordamida  qidirildi  va  noma’lum  funksiyaga  nisbatan

Fredgolmning ikkinchi rod integral tenglamasini yechishga keldi. Ushbu integral

tenglamaning yechimi  rezolventa  yordamida aniqlandi  va  qo‘yilgan masalaning



yechimi  qator  ko‘rinishida  topildi.  Tenglamada  qatnashgan  yechim  va  uning

hosilalarining absolyut va tekis yaqinlashishi isbotlandi.
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