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Annotatsiya. Ushbu ishda xos son va xos vektorlarni hisoblash bilan o‘zaro
ortogonal bo‘lgan vektorlar sistemasi ketma — ket quruladi. Aniq yoki to‘g‘ri
metoddan foydalanilib xaraktiristik ko‘phadning koeffisentlari topiladi. Xos
vektorning kompanentlari xos sonlar orqali aniq formulalar yordamida
ifodalaniladi.
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HEOBUYHbIE METO/JAbI HAXOXJIEHA COBCTBEHHbBIX
3HAUEHUMNX 1 COBCTBEHHbBIX BEKTOPOB

AnHotaruusa. B gaHHolt paboTe cucTeMa B3aMMHO OPTOTOHATBHBIX
BEKTOPOB C/IeJIOHO T0C/Ie[J0BaTe/IbHO TTyTeM BbIUMC/IeHHSI COOCTBEHHBIX 3HaUeHU
1 COOCTBEHHBIX BEKTOPOB. McCTob3yeTcss TOUHBIN WM TPABWIbHBIM MeTOZ U B
3TOM MeTO/leé TakKe TOYHO HaxoAsaTcs KOI(PQUIMEeHTbl XapaKTepUCTUUYeCKOTO
MHorousieHa. KoMrmoHeHTbI cOOCTBEHHOTO BeKTOPA BBbIPaXKalOTCsl CrieldabHbIMU
dbopMysiaMu € UCTTOTb30BaHUEM COOCTBEHHBIX 3HAUEHHM.

KmoueBble c/10Ba; BekTopHOe TMpOCTPaHCTBO, MaTpulia, BEKTOP,
MHOTQUJ/IEHO.

UNCONVENTIONAL METHODS FOR FINDING EIGENVALUES
AND EIGENVECTORS

Abstract. In this work, a system of mutually orthogonal vectors is made
sequentially by calculating the eigenvalues and eigenvectors. The exact or correct
method is used and in this method the coefficients of the characteristic polynomial
are also found exactly. Eigenvector components are expressed by special formulas
using eigenvalues.
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KIRISH

Hozirgi zamon hisoblash matematikasi jadal rivojlanib bormogda. Hisoblash
matematikasini gqamrab olgan masalalar juda ko‘p. Tabiiykiy, bu masalalarni
yechish ham xilma — xildir. Hisolash matematikasida uchraydigan ko‘p masalalarni

y A (1)
shaklda yozish mumkin, bu yerda X va Y berilgan W va V funksional
fazolarning elementlari bo‘lib, A- operator yoki xususiy holda funksionaldir.
Matritsaning xos sonlari va xos vektorlarini topish muammosi fizika, mexanika va
astronomiyaning ko‘plab amaliy muammolarini hal gilishda zarur bo‘ladi. Bunda
AX =AX ko‘rinishdagi tenglamalarning notrivial yechimni aniglashda kerak
bo‘ladi va bunday yechim mavjud bo‘lgan 4 son ko‘phadning xos sonlari [1].
Ushbu magola chizigli operatorlarning xos soni va xos vektorlarini topishning turli
metodlardan foydalanilgan holda topishga bag’ishlangan. Unda turli metodlar
ya’ni Kirilov metodi, Lantsosh metodi, Faddeev metodi va noaniq koeffizsiyentli
metodlar keltirilgan.

Ushbu magolaning asosiy mazmuni chiziqgli operatorlarning xos soni va xos
vektorlarini topishning turli metodlar ko‘plab tasdiglarni isbotlashni osonlashtiradi.
Keling, turli mualliflar tomonidan yaqginda olingan bir nechta natijalarni yagona
usul bilan isbotlaylik. Maqgolada keltirilgan natijalarning aksariyati matritsaning
x0s soni va xos vektorlarini topishning taniqli metodlarining to‘g‘ridan-to‘g‘ri
o‘xshashlari bo‘lib, ularning ba‘zilari so‘nggi paytlarda ushbu mavzuga
bag‘ishlangan ko‘plab magolalarda isbotlangan [2].

TADQIQOT MATERIALLARI VA METODOLOGIYASI

Faraz qilaylik V' va W lar mos ravishda "va ™M o‘Ichovli ixtiyoriy chiziqli
fazo bo‘lsin. Biror A akslantirish V' fazoni W fazoga akslantirsa; yani A
akslantirish V' fazoning har bir X elementiga W fazoning biror ¥ elementni mos

keltirsin. Shunday qilib, A akslantirish V' fazoni W fazoga akslantiradi. Biz buni



y =A(x) yoki Y =AX deb belgilaymiz va bu A akslantirishni operator deb
ataymiz ya‘ni AV — W deb yozamiz.

X,x, €V

1-ta’rif. Agar V ni W ga akslantiruvchi A operator, elementlar

va ixtiyoriy 4 son uchun:
1) Alx +x,) =Ax + Ax;
2) A(Ax) =AAx
shartlar bajarilsa, u holda A operator chiziqli operator deb ataladi.
1 — eslatma: Agar W fazo V fazo bilan mos tushsa (ya’ni A operator V' ni
V' ga akslantirsa), u holda bunday A operator chizigli almashtirish deb ataladi.
2 — eslatma: Agar A operator ixtiyoriy V fazoni haqigiy sonlar fazosi W
ga akslantirsa, u holda bunday chiziqli operator chiziqli funksional deyiladi. [2]
Xos vektor chizigli algebradagi tushuncha bo‘lib, kvadrat matritsa uchun
vektor sifatida belgilanadi, matritsani X vektorga ko‘paytirish natijasida bir xil
vektor matritsaning xos son deb ataladigan shunday skalyar songa ko‘paytiriladi.
Shunday gqilib, A matritsaning xos vektori shunday nolga teng bo‘lmagan X
vektor bo‘lib, shunday 4 son uchun
AX =AX 2)
bajariladi
O‘z navbatida, A matritsasining xos giymati 4 soni bo‘lib, uning uchun xos
vektor Xmavjud, ya’ni (2) tenglik mavjud. [3]

R, fazodagi ixtiyoriy A chiziqli operatorning xos

1 - teorema. " o‘chovli
vektori mavjud.

Agar A operatorning matritsasi

a, a, a,
a, a, .. a,

Ale)=| = :
a, da a

dan iborat bo‘lsa, u holda



D) =det(A- AE)=| = T=T o e g

3
tenglama 4 ga nisbatan A operatorning xarakteristik tenglamasi deb ataladi. (3)
tenglamaning chap tomoni

det(A- AE)=(-1)"(A"- pA" - pA" - .- p,) (4)

n- darajali ko‘phad bo‘lib, u A operatorning xaraktiristik ko‘phadi deyiladi.
Ayrim hollarda (4) ko‘phad o‘rnida A operatorning xos ko ‘phadi deb ham ataladi.
P(A)=/A"-pA" - pA" - .- p, ©)

Bu yerda A operatorni matritsa deb olsak. Matritsaning xos sonlari uning xos
ko‘phadlari ildizlari bo‘ladi. (5) ko‘phad "~ darajali bo‘lgani uchun " ta ildizga
ega. [3]

TADQIQOT NATIJALARI VA XULOSASI

det(A- AE)x =0

Bizga tenglama berilgan bo‘lsin. Algebradan ma‘lumki,

umumiy holda, P (4) ning Pi koyeffisienti A matritsaning (D" ishora bilan
olingan I - tartibli bosh minorlari yig’indisiga teng.
Viyet teoremasidan foydalanib, quyidagi tengliklarni yozishimiz mumkin:
A+ +.+/4 =p,
A A A =17 p.
Endi biz matritsalar nazariyasidagi yana bir muhim metodni tagdim etamiz,
u A matritsaga (butunlay boshga g‘oyalar va usullardan foydalangan holda) to‘liq
umumlashtiriladi.

2-ta’rif. Ixtiyoriy AEM, (C)

matritsaning bosh dioganallar yig‘indisiga A
matritsaning izi deb ataladi.
Bu ta’rifga ko‘ra A matritsaning izi quyidagicha belgilanadi.

a, +a,, +..+a,  =1Ir(A),



endi biz bu tenglikdan foydalanim quyidagi ko‘phadni hosil gilamiz.

det(A- AE)=/"- Tr(A)A+(det AJE, =0 ©)

3-ta’rif. (6) xaraktiristik ko‘phadning A4, kompleks ildizlari AEM,(C)

matritsaning xos sonlari deb ataladi.
Bu yerda
A+A =Tr(A), A A =Tr(A).

2-teorema. (Gamilton — Keli) Ixtiyoriy AEM,(C) tenglik o‘rinli
A" - Tr(A)A+ det(A)E, =0,

Shunday qilib, matritsaning barcha xos sonlar yig‘indisi uning iziga teng
bo‘lib, ularning ko‘paytmasi shu matritsaning determinantiga teng.

Xos sonlar va vektorlarni topish uchun iteratsiya usuli.

Xos sonlar va xos vektorlarning gisman muammosini hal qilish uchun
ko‘pincha takrorlash usuli (darajali metod) amaliy hisob-kitoblarda qo‘llaniladi
[5]. Unga asoslanib A matritsasining taxminiy xos sonlarini aniglash mumkin.

Iteratsiya usuli algoritmi quyidagi bosgichlardan iborat:
1. X" xos vektorining ixtiyoriy boshlang‘ich yaginlashuvini tanlab (u
holda gavs ichidagi indeks yaqinlashish sonini bildiradi, gavssiz indeks esa xos son

yoki vektor soniga mos keladi);

2. k=0 pj garaymiz.

XU = Ax (7)
A
/':I. - _I::Zij

B (8)

(7) xos vektorlar va (8) birinchi yaqinlashishlarining giymatlarnin topamiz. Bu
yerda i - oraliqda 1 = =M
3. Endi quydagi ko‘phadni

X =AX 9)

hisoblaymiz

4. Keyingi yaqginlashuvchidan xos son topiladi:



.-;.,_' =_1 T
X, (10)
C+ Ik+ly k)
bu yerda X' ya X' vektorlarning mos keladigan koordinatalari XX
Bunda ! sonli ixtiyoriy koordinatadan foydalanish mumkin, 1 =t =7%
."jlx — :,:l'+:| _ ‘;:HI '°_ ,I
5. Agar jarayonni yakunlab, topilgan 4 ni |f' & ‘ tengsizlik
go‘ysak
s ) LD
A=A (1)

(11) ga ega bo‘lamiz.

A>¢

Agar »musbat K =k +1 va 3-qadamga o*‘tamiz.

(k+1)
A uchun algoritmning 4-qadamdagi shakl o‘rniga turli koordinatalar

uchun mos nisbatlarning o‘rtacha arifmetik giymatini olish mumkin. [5]

A dan foydalanib, (12) formula yordamida 4 ning keyingi giymatini aniglashimiz
mumKkin.

D P A

J, =

_‘{'I..l'l _ fl:v_‘{ll-ll'-.l (12)
Faddeev metodi.

D. K. Faddeev Leveri metodini shunday takomillashtirdiki, natijada,

berilgan A matritsaning xos ko‘phadini topish bilan birgalikda teskari bo‘lgan A™
matritsani hamda A matritsaning xos vektorlarini ham topish mumkin.
A =AA =q,B =A - qF,

A :AB_'% =4, B, =4, - ¢.E,

tr
A =AB, TR =q B =A. - q.E

A =AB, % —q.,B =A - g E.

(13)
(13) dan quyidagilar kelib chigadi.
1. 9. =P-q. =Ps-q, =P,



2. B, nol matritsa;

3. Agar A xosmas matritsa bo‘lsa, u holda

A =Tt
pli

1-misol. Quyidagi

1 2
A=2 1
3 2

— D

Matritsaning xos ko‘phadini va teskari matrisasi A~ ni topamiz.

Yechish. (13) formulaga ko‘ra

1 2 3 1 2 3 202
A=2 12|, p=1(A)=3, B =2 1 2[-Tr(A)E =2 -2 2|,
3 2 1 3 2 1 3 2 -2
11 4 1 -3 4 1
Tr(A, Tr(A,
A =AB =4 6 4], p__.zr(z")ZM, B, =A - A Ly g4
1 4 11 1 4 -3
8 0 0
A =AB =0 8 0.
00 8
Tr(A
P::r( ‘)=8
Demak, 3 bo‘lib,

P(A)=A"-3)"-14/-8

va
B2
8§ 2 8
=l Lo L1
2 2
i1 3
'8 2 8

Foydalanilgan adabiyotlar.
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