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Аннотация:  В  настоящей  работе  дается  необходимые  и  достаточные
условия  для  Г Sp (6 , R )–  эквивалентности  путей.  В  настоящей  работе  дается
необходимые  и  достаточные  условия  для  ГSp (6 , R )–  эквивалентности  путей.
Теорема  об  эквивалентности  путей  относительно  действия  ГSp (6 , R )−¿

Галилеего-симплектической  группы  доказывается  с  помощью  задачи  об
эквивалентности  путей  относительно  действия  Sp (6 , R )−¿симплектической
группы
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Abstract: This article presents necessary and sufficient conditions for GSp (6 , R )

-path equivalence. The theorem on the equivalence of paths with respect to the action
of  the  GSp (6 , R )-Galileo-symplectic  group  is  proved  using  the  problem  of  the
equivalence of paths with respect to the action of the Sp (6 , R )symplectic group
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1.Введение

Пусть  X−¿конечномерное  линейное  пространство  над  полем
действительных  чисел   R .Через   GL (6 , R ) oбозначим  группу  всех  обратимых
линейных  преобразований  пространства  X  где  6¿dimX ,  и  пусть  G подгруппа
группы GL (6 , R ) .Одной из важных задач дифференциальной геометрии является
нахождение  легко  проверяемых  необходимых   и  достаточных  условий  ,
обеспечивающих G –эквивалентность путей, лежащих в X  . При решении этой
задачи используются методы теории дифференциальных инвариантов, дающие
описание  образующих  дифференциального  поля  G -инвариантных
дифференциальных  рациональных  функций.  Явный  вид  этих  образующих
позволяет установить эффективные критерии для -эквивалентности путей[2,4].
Такой подход был использован при решении задачи об эквивалентности путей
относительно  действия  линейных,  ортогональных,  псевдоортогональных
симплектических  и галилевых групп [1,3]

В  настоящей  работе  дается  необходимые  и  достаточные  условия  для
Г Sp (6 , R )– эквивалентности путей.

2.Предварительные сведения

Пусть  V=R6 ,6−¿мерное  действительное  линейное  пространство.
Элементы из  V  представляем в виде  6−¿мерных вектор столбцов  x= {x i }i=1

6  где
x i∈ R ,i=1, .. ,6.Обозначим  через  GL (6 , R )группу  всех  обратимых  линейных
преобразований  V ,  и  элементы  из  GL (6 , R )отождествляем  с  обратимыми  6∗6



матрицами g= {gij }i , j=1
6 .Обычное умножение матрицы gна вектор столбец x= {x i }i=1

6

рассматривается как левое действие ( g , x )→ gx группы GL (6 , R )в пространстве V .

Обозначим  черезSp (6 ,R )={g ∈ GL (6 , R ): gI gT=gT Ig=I } симплектическую
подгруппу в GL (6 , R ) ,где gTтранспонированная матрица для матрицы g , и Iесть
6∗6матрица следующего вида

I=(
0 1

−1 0
0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 1
−1 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

0 1
−1 0

)
Путем в V  называется вектор-функция x : (0,1 )→ V , x (t )={x i }i=1

6 , у которой все
координатные  отображения  x i : (0,1 )→ Rявляется  бесконечно
дифференцируемыми функциями.

Производной -го  порядка  от  пути  x (t )= {xi }i=1
6 ,  назовем вектор-  функцию

x (r ) (t )= {x i
(r )(t)}i=1

6
,где  x i

(r ) (t ) r−¿ая  производная  координатной  функции
x i (t ) ,i=1, .. ,6 ,r ∈ N .Ясно, что x i

(r ) (t )также является путем для всех r . 

Пусть  G-  подгруппа  группы  GL (6 , R ) .Два  пути  x (t )и  y ( t )называются  -
эквивалентными, если существует такой элемент  g ∈G,  что  y ( t )=gx (t )для всех
t ∈(0,1).

Рассмотрим  множество   всех  путей  в  V ,т.е.  множество  всех  векторов
x (t )=( x1 (t ) , x2 (t ) , …, x6 (t ) ) , где  x i (t )есть бесконечно дифференцируемые функции на
интервале (0,1 ) ,=i=1, …,6

Для каждого пути x (t )= {xi }i=1
6 через M ( x ( t ) )обозначим 6∗6матрицу  (x i

( j−1)(t))i=1
6

 , где –ый столбец имеет координаты x i
( j−1)¿ ), x i

(0 )¿ )=x i ( t ) ,i , j=1 , …, 6.Через M ' ( x (t))
обозначается  матрица  (x i

( j)(t))i , j=1
6 .Путь  x (t )называется  регулярным,  если

определитель матрицы M ( x ( t ) )не равен нулю при всех t ∈ (0,1 ) .Заметим, что два
пути  x (t )и  y (t )являются –эквивалентными в том и только в том случае, когда
M ( y (t ) )=gM ( x (t ) )для некоторого g ∈G .

Известны  следующие  необходимые  и  достаточные  условия  Sp (6 , R )

эквивалентности регулярных путей и описываемые с помощью матриц M ( x ( t ) )и
M ( y ( t ) )  (см. Лемму 3 из [1]). 



Теорема1.  Два  регулярных  пути  x (t )и  y ( t )являются  Sp (6 , R )−¿

эквивалентными тогда и только тогда , когда выполнены следующие равенства 

(M ( x (t ) ) )−1 M ' ( x (t ))=(M ( y ( t ) ) )−1 M ' ( y (t))

M T ( x (t)) I M ( x ( t ) )=M T ( y (t )) ℑ ( y (t ) )

3.Основные результаты.

Рассмотрим  следующий симплектический  вариант  группы  Галилея.
Пусть,  как  и  ранее  e i есть  канонический  базис  в  R6,  где  i=2 , .. ,6.  Положим

U6={α e1: α ∈ R } ,V 6=∑
2

5

α iei :αi ∈ R и W 6={α e6 :α ∈ R }. Как и при определении группы

Галилея рассмотрим подгруппу Г Sp (6 , R ) в GL (6 , R ) всех таких g=(gij)i , j=1
6 ∈ GL (6 , R )

для  которых  g (U 6 )=U 6 , g11=± 1 , g (W 6 )=W 6 ; g66=± 1 и  служение  g/V 6 на
подпространство  V 6 есть элемент симплектической группы Sp(4 , R). Очевидно,
что  U 6⨁V 6 ⊕W 6=R6 и  ( x , y )=0для  всех  x∈ U 6,  y ∈.V 6,  ( y , z )=0для  всех  y ∈V 6,
z∈ W 6 .

Рассмотрим  в  симплектическoй  группе  Sp (6 ,R ) следующую подгруппу:
Г Sp (6 , R )={g ∈ Sp (6 , R ) : g (U6 )=U 6 , g11=± 1, g (W 6 )=W 6 ; g66=± 1}.

Для  каждого  элемента  g ∈Г Sp (6 , R )получим
ge1={ y1 ,0,0,0,0,0 }∈ U6 , g e6= {0,0,0,0,0 , y6 }∈ W 6 ,т.е.

gi 6=( g e6 , ei )=0 , i=1 ,.. , 5

g1 j=( g e1 , e j )=0 , j=2 , .., 6

Поэтому матрица g ∈Г Sp (6 ,R )имеет следующий вид:

g=(
g11 0 0
0 g22 g23

0 g32 g33

0 0 0
g24 g25 0
g34 g35 0

0 g42 g43

0 g52 g53

0 0 0

g44 g45 0
g54 g55 0
0 0 g66

)
Взяв в  V 6 базис  e2 ,…, e5и отождествив  V 6 с  R4, получим, что для любого

g∈ Г Sp (6 , R ) сужение g/V 6 преобразования  gна  подпространство  V 6является
элементом  группы Sp (4 , R ) ,  при  этом  ,  для  h=(hij)i , j=2

5 =g /V 6 имеем
hij=( hei , e j )=( g ei , e j )=gij  для всех i , j=2 ,.. , 5 . Таким образом , служение 



 g/V 6=(
g22 g23

g32 g33

g24 g25

g34 g35

g42 g43

g52 g53

g44 g45

g54 g55
)∈ Sp (4 , R )

Поскольку  Г Sp (6 , R )есть  подгруппа  в  симплектическoй  группе  Sp (6 ,R )

выделяется условием сохранения координат x1(t) и  x6(t), остальные координаты
подвергаются  произвольному  симплектическoму  преобразованию  на  Sp (4 , R ).
Эту  подгруппу  естественно  называть  группой  Галилея  симплектических
линейных преобразований в R6.

Следовательно,
Г Sp (6 , R )={g=(g ij)i , j=1

6 ∈GL (6 ,R ) : g (U6 )=U 6 , g11=± 1 , g (W 6 )=W 6 ; g66=± 1 ,(gij)i , j=2
5 ∈ Sp (4 , R ) }.

Путь  x (t )= {xi ( t ) }i=1
6

∈ R6 ,t ∈ (0,1 ) назовем  Г Sp (6 ,R )-регулярным,  если
det M 4 ( x ( t ) )≠ 0 всех t ∈ (0,1 ) где M 4 ( x ( t ) )=( x i

( j) (t ) ) j=0 ,… ,3 , i=2 ,.. ,5

x i
(0 ) ( t )=x i (t ) ,i=2 ,.. ,5.

Следующая  теорема  дает  критерий  для  Г Sp(6 , R)-эквивалентности
Г Sp(6 , R)- регулярных путей в пространстве R6.

Теорема 2.  Г Sp(6 , R)- регулярные пути x (t ) и y ( t ) Г Sp(6 , R)- эквивалентны
тогда и только тогда, когда выполнены следующие равенства (для всех t ∈(0,1)):

y1 (t )=± x1 (t )                                                                 (1.1)

y6 (t )=± x6 (t )                                                                 (1.2)

M 4
−1 ( x ( t ) ) M 4

−1 ( x (t ) )=M 4
−1( y (t))M 4

−1( y (t ))               (1.3)

M 4
T ( x (t ) ) I M 4 ( x ( t ) )=M 4

T ( y (t))ℑ4 ( y (t)).                   (1.4)

Доказательство.  Пусть пути  x (t )и  y (t )является  Г Sp (6 ,R )- эквивалентными, т.е.
существует  такое  g= (g ij) i , j=1

6 ∈ Г Sp (6 , R )что  y ( t )=gx ( t )для  всех  t ∈ (0,1 ) .Так  как
g66=± 1 , g i2 n=0 для  всех  i=1 , .., 5 , g11=± 1 , g j 1=0 для  всех  j=2 ,. .,6и
g (U 6 )=U 6 , g (W 6 )=W 6 , то

g {0,0,0,0,0 , x6 (t ) }={0,0,0,0,0 , ± x6 ( t ) } ,  g {x1 (t ) ,0,0,0,0,0 }= {± x1 ( t ) ,0,0,0,0,0 },
g {0 , x2 (t ) , x3 ( t ) , x4 (t ) , x5 (t ) , 0}={0 , z2 (t ) , z3 (t ) , z4 (t ) , z5 (t ) ,0 } . 



Поэтому верно тождество

 y ( t )={ y1 (t ) , y2 ( t ) , y3 ( t ) , y4 ( t ) , y5 (t ) , y6 (t ) }=g {x1 (t ) , x2 ( t ) , x3 ( t ) , x4 ( t ) , x5 (t ) , x6 (t ) }=

¿ g {x1 ( t ) ,0,0,0,0,0 }+g {0 , x2 (t ) , x3 ( t ) , x4 (t ) , x5 (t ) , 0}+g {0,0,0,0,0 , x6 ( t ) }=¿

¿ {± x1 ( t ) ,0,0,0,0,0 }+ {0 , z2 (t ) , z3 ( t ) , z4 (t ) , z5 (t ) , 0 }+{0,0,0,0,0 , ± x6 ( t ) }=

¿ {± x1 (t ) , z2 (t ) , z3 (t ) , z4 (t ) , z5 (t ) ,± x6 (t ) }

Это означает, что y1 (t )=± x1 (t )и y6 ( t )=± x6 ( t )для всех t ∈ (0,1 )и
{ y2 (t ) , y3 ( t ) , y4 (t ) , y5 (t ) }=h (x2 ( t ) , x3 (t ) , x4 ( t ) , x5 (t )) , где 

h=(gij )i , j=2
5 ∈ Sp (4 ,R ).

Используя теперь теорему 1, получим справедливость следующих равенств 

( для всех t ∈ (0,1 ) ¿:

M 4
−1 ( x ( t ) ) M 4

−1 ( x (t ) )=M 4
−1( y (t))M 4

−1( y (t ))

M 4
T ( x (t ) ) I M 4 ( x (t ) )=M 4

T ( y (t))ℑ4 ( y (t))

Пусть теперь выполнены ( 1.1)- ( 1.4). Из теорем 6 и равенств ( 1.3), ( 1.4) 
вытекает существование токого симлектического преобразования [5]

h=(
g22 g23

g32 g33

g24 g25

g34 g35

g42 g43

g52 g53

g44 g45

g54 g55
)∈ Sp ( 4 , R )

для которого { y2 (t ) , y3 (t ) , y4 ( t ) , y5 ( t ) }=h ( x2 ( t ) , x3 ( t ) , x4 (t ) , x5 ( t )) ,причем g ∈ Г Sp (6 , R ) , если

g=(gij)i , j=1
6 =(

± 1 0 0
0 g22 g23

0 g32 g33

0 0 0
g24 g25 0
g34 g35 0

0 g42 g43

0 g52 g53

0 0 0

g44 g45 0
g54 g55 0
0 0 ± 1

)
При этом 

g ( {x1 ( t ) , x2 (t ) , x3 ( t ) , x4 ( t ) , x5 ( t ) , x6 (t ) })=∑
i=1

6

gij{x j(t)}i=1
6 =¿

{± x1 ( t ) , y2 ( t ) , y3 (t ) , y4 ( t ) , y5 ( t ) ,± x6 (t ) }



Согласно равенств ( 1.1), ( 1.2) получим, что Если y1 (t )=−x1 (t )и y6 ( t )=−x6 (t ),
то берем g11=−1 и g66=−1 соответственно ; если же y1 ( t )=x1 ( t ), и y6 ( t )=x6 ( t ), то 
полагаем g11=1 и g66=1. 

В обоих случаях получим, что g∈ Г Sp (6 , R )и y (t )=gx ( t ) для всех

 t ∈ (0,1 ) .

Заключения

В настоящей работе дается необходимые и достаточные условия для
Г Sp (6 , R )– эквивалентности путей. Теорема об эквивалентности путей 
относительно действия Г Sp (6 , R )−¿Галилеего-симплектической группы 
доказывается с помощью задачи об эквивалентности путей относительно 
действия Sp (6 , R )−¿симплектической группы.
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