Parabolik tipdagi tenglama uchun ichki chegaraviy nolokal masala
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Annatatsiya: Maqolada parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili
bo’lgan issiglik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun ikkinchi ichki nolokal masalani
o’rganamiz. Masala yechimining yagonaligi ekstremum prinsipi va hosila
funksiyaning ishorasi haqgidagi teoremadan foydalanib ko’rsatamiz, yechimning

mavjudligini esa grin funksiyasi yordamida ko’rsatamiz.

Kalit so’zlar: Issiqlik tarqgalish tenglamasi, nolokal shart, ekstremum

prinsipi, hosila funksiyaning ishorasi, Grin funksiyasi.
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Annatation: The article studies the internal boundary nonlocal problem
for the heat transfer equation, which is the simplest representation of parabolic type
equations. The uniqueness of the solution to the problem is shown using the
extremum principle and the theorem on the sign of the derivative of a function, and
the existence of a solution is shown using the Green's function.
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Kirish

Parabolik tipdagi tenglamalarning turli ko’rinishlari uchun lokal masalalar
juda ko’plab avtorlar tomonidan o’rganilgan. Hozirgi kunda zamonaviy fanning
yutuglari, shu bilan birgalikda ishlab chigarishning turli masalalari hamda fizika,
mexanika, texnika, biologiya, ekologiya va sotsiologiya kabi fanlarning juda
ko’plab muammolarining matematik modellari parabolik tipdagi tenglamalarning
turli ko’rinishlari uchun nolokal (sohaning chegaralarida funksiyaning qiymati
berilmasdan, balki sohaning u yoki bu qismi orasidagi bog’lanishlar beriladi)
masalalami o’rganishni talab gilmoqda. Nolokal masalalar noklassik masalalar
jumlasiga kirib, noklassik masalalar bilan hozirgi kunda dunyoning turli
mamlakatlarida juda ko’plab ilmiy maktablar olimlari tomonidan ilmiy izlanishlar

olib borilmoqda. [1,2,3,4,5,6]

Masalaning qo’yilishi. D :{ (x,t): 0<t<l, 0<t ST} sohada

u (x,t)=u, (xt), (x,t)eD (1)
tenglamaning
u(x,0)=¢(x), 0=<x<I (2)
boshlang’ich va
u,(0,0)=yp @), o=<t<T (3)

ull,)=aulx,,t), 0<t<T 4)



chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin. Bu (1)-(4) masalada

quydagilar berilgan deb faraz gilamiz:
1. (x) va v (©)- berilgan uzluksiz funksiyalar.

2. & va X,-musbat o’zgarmaslar bo’lib quyidagi tengsizliklarni

ganoatlantirsin: 0<a <1, 0=<x, <I,

3. Quyidagi kelishuvlik shartlari bajarilsin. @'(0) =y (0), ¢(1) =a -@(x,).

Masala yechimining yagonaligi.

1-teorema. Agar (1)-(4) masalaning yechimi mavjud bo’lib 1.2.3. shartlar
bajarilsa, u holda (1)-(4) masalaning yechimi yagonadir. [1,3,6]

Isbot. Faraz qilaylik, D sohada (1)-(4) masala ikkita u; (x,0)va u, (x,t)
yechimlarga ega bo'lsa, u holda v(x,t) =u, (x,0)- u, (x,t) funksiya ham (1)-(4)
masalaning yechimi bo’ladi. Bundan v(x,0) funksiya uchun D sohada quyidagi

masalani olamiz.

v,(x,t0)=v, (xt), (x,t)eD, (5)
tenglamaning
v(x,t)=0, 0<x<I (6)
boshlang’ich va
v(0,0) =av(x,,t), 0=<t<T, (7)
v.(I,t)=0, 0<t<T (8)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin. Endi yangi hosil bo’lgan
(5)-(8) masalani yechimini garaymiz. Bu masala yechimining nolga teng ekanligini
ko’rsatishimiz kerak. Masaladan ko’rinadiki, parabolik tipdagi tenglamalar uchun

ekstremum prinsipiga  ko’ra, v(x,t) funksiya o’zining eng katta musbat



maksimumiga va eng kichik manfiy minimumiga I’ Z{ x =0, t =0, x :[}
chiziglarda erishadi. (6) shartga asosan v(x,t) nolga teng ekanligidan chap va o’ng

chegaralarni tekshiramiz.

Faraz qilaylik v(x,t) funksiya chap chegarada x =0 chiziqdagi P(0,5,)
nugtada o’zining musbat maksimumiga erishsin. U holda (7) nolokal shartga
ko’ra v(P) ZOKV(XO,Q) tenglik o’rinli bo’ladi. 2. shartga ko’ra ya’ni O<a <1
ekanligidan v(P) =v(x,,t) tengsizlik hosil bo’ladi. Sohaning ichida v(P) dan
ham katta qiymati mavjud. Bunday bo’lishi mumkin emas. Demak v(x,t)

funksiya chap chegarada musbat maksimumga erishmas ekan.

Faraz qilaylik v(x,t) funksiya chap chegarada x =0 chiziqdagi Q(0,t,)
nugtada manfiy minimumga erishsin. U holda (7) nolokal shartga ko’ra
v(Q) :av(xo,tl) tenglik o’rinli bo’ladi. Masaladagi 2. shartga ko’ra ya’ni
O<a <1 ekanligidan V(Q)ZV(XO,I) tengsizlik hosil bo’ladi. Sohaning ichida
v(Q) dan ham kichigrog manfiy minimumga erishar ekan. Demak, v(x,0)
funksiya chap chegarada manfiy minimumga ham erishmas ekan.

Endi o’ng chegaradagi x =I chiziglarni tekshiramiz. Faraz gilaylik o’ng
chegarada eng katta musbat maksimumga erishsin. Funksiya hosilasining ishorasi
hagidagi teoremaga [5] ko’ra V, (1,6)>0 tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa (8)

shartga zid. Demak, o’ng chegarada eng katta giymatga erishmaydi.

Faraz qilaylik o’ng chegarada eng kichik qiymatga erishsin. U holda
funksiya hosilasining ishorasi hagidagi teoremaga ko’ra Vv, (1,:)<0 tengsizlik hosil

bo’ladi. Bu ham (8) shartga zid. Demak o’ng chegarada eng kichik giymatga ham

erishmaydi.



Bulardan kelib chigadiki (5)-(8) masalaning yechimi D sohada nolga teng
bo’ladi ya’ni v(x,t)=0 hosil bo’ldi. Bundan u,(x,t)=u,(x,t) ekanligini

olamiz. Demak (1)-(4) masala yagona yechimga ega.
1-teorema isbot bo’ladi.
Masala yechimining mavjudligi.
Faraz qilaylik (1)-(4) masalaning u (x,t) yechimi mavjud bo’lsin. Agar

u(0,6) =u (o), tE[O,T] deb belgilash kiritsak, u(x,t) funksiyani (1) tenglama

uchun D sohada qo’yilgan ikkinchi aralash chegaraviy masalaning yagona

yechimi sifatida quyidagi ko’rinishda yozish mumkin. [6]

ulx,t)= J'¢(§X34 (x,t;E£,0)d&E +

+ [u)G,. G 50,70 + fp ()G, (x,61,n)d, (10)
0 0

Bu yerda G, (x,t;&,77)-ikkinchi aralash chegaraviy masalaning Grin funksiyasi:
1

24/ﬂ(t- n)

_ (x+&- 4nl)’
4(t - 17)

G,(x,t&7)= X

] (x- &- 4nlY
4(t - 17)

- exp

><+Z' {exp
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i (x+&-21- 4nl)’
4(t-17)
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(10) formuladan u(x,,t) funksiyani topamiz.

ulx,,t)= f&(&kﬁ (x,,t;£,0)dE +



t t
+ jl(l])G“ (xo,t; 0,7 )7 + fz// (77X34 (xo,t;l,17)d17,
0

0

u(x,,t) ning bu ifodasini masaladagi (3) shartga qo’yib, u(0,t) = (t), tE[O,T]

belgilashni hisobga olib ¢ (¢) noma’lum funksiyani topamiz:

u(t) =« f¢(§b4 (x,,t;£,0)d& +

t t
+a J:Ll(i])Gll;. (x,,t;0,7)Xd1 + J'z// G7)G, (x,,t;1,7)dn.
0 0

Bu tenglikdan « (t) noma’lum funksiyaga nisbatan quyidagi integral tenglamaga

ega bo’lamiz:

t
w(t) :aJ'G4§ (xo,t,O,n)‘u(n)dn + f(t), (11)
0
bu yerda
I t
ft)=c fG4 (x0,t,&,0)p(E)dE + ‘[64 (xo, 6,1, )y Gp)d. (12)
0 0

(11) — ikkinchi turdagi Volterra integral tenglamasi bo’lib, uning yadrosi quyidagi

ko’rinishga ega:

1 & x,- 4nl
G4;__(X0,t;0,I7): Z %o n3 expk-

VTG )

4(t - 17)

Vx,€(0,1) va YneZ uchun x,- 4nl #0 bo’lib, 7 <t bo’lganda bu qator tekis

yaginlashadi hamda Vn € Z uchun

lim ex
’ 4(t- n)

X, - 4nl pk_ (x, - 4nl)2}
(e - 7)?



Demak, G45(X0,t;0,77) yadro {(t,ﬁ): 0§77<tST} sohada uzluksiz va

limG. (x,,t;0,77) =0.

> -t

chegaralangan bo’lib

Endi () funksiyani o’rganamiz. Grin funksiyasi tuzilishiga asosan

I, €C[0,T] degan xulosaga kelamiz.

G:(x,,t,1,n)eC(0 <y <t <T), }}EG;:(XOJ,I,U):O va y()ec|o,T]

bo’lganligi uchun f ) funksiyaning ikkinchi integrali ham uzluksiz funksiya

bo’ladi. Yugoridagilarni hisobga olsak. f (¢ )E[O,T] ekanligi kelib chigadi.

Demak, (11)-yadrosi sust maxsuslikka ega, f (1) esa uzluksiz bo’lgan

ikkinchi tur Volterra integral tenglamasidir. Shuning uchun bu integral tenglama

yagona uzluksiz yechimga ega.

(11) integral tenglamadan topilgan ¢ (¢) funksiyani (10) formulaga qo’ysak

(1)-(4) masalaning yechimiga ega bo’lamiz.
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