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Аннотация.  В  настоящей  статье  исследовано  существование  и

единственность решения аналога проблемы Франкля с нелокальным условием для

вырожденного  уравнения  параболо-гиперболического  типа.  Существование  и

единственность  решения  исследуемой  проблемы  доказывается  принципом

экстремума, а существование решения- методом интегральных уравнений.
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IKKITA BUZILISH CHIZIGʻIGA EGA ARALASH TIPDAGI

TENGLAMA UCHUN NOLOKAL MASALANING BIR QIYMATLI YECHIMI
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Annotatsiya. Ushbu  maqolada,  bir  xil  darajali  ikkita  buzulish  chizig‘iga  ega

bo‘lgan parabolo-giperbolik tipdagi tenglama uchun qo‘yilgan nolokal shartli, Frankl

masalasiga  o‘xshash  masala  yechimining  mavjudligi  va  yagonaligi  o‘rganilgan.

Qo‘yilgan masala yechimining yagonaligi  ekstremum prinsipi yordamida, mavjudligi

esa integral tenglamalar usuli bilan isbotlangan.
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Annotation. In this paper, the existence and the uniqueness of solution of the

Frankl  type  boundary  value  problem with  nonlocal  condition  for  the  degenerating

parabolic-hyperbolic  equation  was  investigated.  The  uniqueness  of  solution  of  the

investigated problem was proved by an extreme principle and the existence of solution

by the method integral equations.
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Введение

В теории частных производных было открыто новое направление. Работа

А.В.  Бицадзе [4]  впервые предложила и исследовала задачу типа Франкля для

модельных  уравнений  смешанного  типа.  Помните,  что  задачи  Франкля  для

уравнения Лаврентьева-Бицадзе  были изучены в исследованиях [1]  и  [2].  Gou-

chun  Wen  и  H.  Begehr  доказали  существование  решения  задачи  Франкля  для

общего  уравнения  Лаврентьева-Бицадзе  [3].  В.А.  Елеев  [7]  и  А.В.  Псху  [13]

изучают  краевые  задачи  с  условием  Франкля  для  не  вырождающегося

смешанного  типа  уравнений.  М.  М.  Смирнов  [15],  исследовали  различные

краевые  задачи  и  задачи  со  смешением  для  вырождающегося  смешанного  и

гиперболического типов уравнений. О. Х. Абдуллаев [5] и Б. И. Исломов, Ф. Х.

Бегимкулов  [6],  [13]  исследовали  краевые  задачи  с  условием  Франкля  для

уравнений параболo-гиперболического типа с двумя линиями вырождения. 

Постановка задачи.

В  статье  рассматривается  краевая  задача  типа  Франкля  для  параболo-

гиперболических уравнений.

                                         (1)

где  ,  ,  в  области  -  область,  ограниченная  при  ,

,  отрезками  ,  ,   прямых  , , ,  при
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 ограниченной прямой   

характеристиками  ,  уравнения (1). 

Здесь,

, , , , 

причем

,                                         (2) 

.                                                       (3)

Введем следующие обозначения: 

, , ,

, ,   ,

,   ,

,   ,  .

Обозначим, через

, ,                          (4)

, ,                  (5)

-аффикс  точки  пересечения  характеристик  уравнения  (1),  выходящих  из  точек

 с характеристиками  и  соответственно.

Задача.   Найти функцию , обладающую  следующими  свойствами:

1)

2) удовлетворяет  уравнения  (1)  в  областях   и  ;  3)

,  причем   может иметь особенность порядка меньше  

при   и ограничена  при  ; 4)   и  

причём   может иметь особенность порядка меньше   при  , а

при   ограниченно,  кроме  того,  на  интервале   выполняется  условия

склеивание:
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,                              (6)

5)  удовлетворяет следующим краевым условиям:                                

,    ,                                          (7)

,   ,                   (8)

,    ,                     (9)

, ,                                      (10)

, ,                                 (11) 

где  -заданные

непрерывные функции, причем

,                                             (12)

,                                      (13)

,                           (14)

,                                       (15)

.                         (16)

Функциональное соотношение ,  и , .

Решение задачи Коши для уравнения (1) в  области   удовлетворяющее

условиям ,   ,  , для уравнения (1),

дается формулой [4]:

,   (17)

где 

   .

В  силу  (4)  c учетом свойств интегро-дифференциальных операторов [4§.

(4.1)][5] из (17) имеем 

.   (18)
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Подставив (18) в краевое условие (8) получим соотношение между  и

 на отрезке , принесенное  из области :

,     (19)

где 

, , , , ,

.

Используя решение задачи Коши с начальными данными  ,

  для уравнения (1) в области , с учетом (5)

и подставляя (9), получим функциональное соотношение между  и  на

отрезке , принесенное из области :

, (20)

здесь 

, 

, , ,      ,

 .

Из  уравнения   при   получим  обыкновенное

дифференциальное уравнение 

  ,                           (21) 

где  

 и  .

Решая уравнения (21) с условиями   и  , получим

функциональное соотношение между   и [7]:

,                       (22)

где  - функция Грина.
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             (23)

, , ,(24)

Единственность решения.

Теорема.  Если  выполнены  условия  (2),  то  в  области   поставленной

решение задачи единственно.

Лемма.  Если выполнены условия

, , , ,                      (25)

и  ,  то  решение   достигает  свой

положительный максимум и отрицательный минимум в замкнутый области  

лишь на .

Доказательство. В  силу  принципа  экстремума  для  параболических

уравнений[3], решение   уравнения (1) в замкнутый области   достигает

своего положительного  максимума и  отрицательного минимума.  Покажем,  что

решение   уравнения (1)  не достигает своего положительного максимума

(отрицательного  минимума)  на  интервалах   и  .  Предположим  обратное.

Пусть функция  достигает свой положительный максимум (отрицательный

минимум)  в точке   на интервала  , тогда учитывая   из (19),

получим

.       (26)

Отсюда,  в  силу  (25)  и  принципа  экстремума  для  дифференциальных

операторов  дробного  порядка,  в  точке   положительного  максимума

(отрицательного  минимума)   и   строго  положительно

(отрицательно),  т.е.  ,  .

Из (26), получим  . Учитывая (6) и (25), имеем  

. Это неравенство противоречит неравенству  ,

которое  непосредственно  следует  из  (21).  Таким  образом,  решение   не
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достигает  свой  положительный  максимум  (отрицательный  минимум)  на

интервале . 

Аналогично  доказывается,  что  решение   не  достигает  свой

положительный максимум (отрицательный минимум)  на  интервале  .  Лемма

доказано. 

В  точке   в  силу  (2)  из  (20)  имеем  ,  т.е.  .  На

основании леммы, из (2), учитывая непрерывность функции  в замкнутый

области  ,  решение первой краевой задачи  для уравнения (1) в области  ,

тождественно равно нулю при  , т.е.  в  . Так как 

в области , имеем  и в силу (19),  (имеем   и в силу

(20), ).  Из решение задачи Коши получим  в области 

. 

В силу решения однородной первой краевой задачи  для уравнения (1) в

области  ,  с  учетом  (8) ,  получим   (

).  Следовательно,  решение  задачи  Коши-Гурса  для

уравнения (1) с нулевыми данными тождественно равно нулю в области 

, т.е.  в области . Теорема доказана.

Существования решения.

Исключая  из (19) и (21), получим интегральное уравнение

,                                   (27)

где 

,                             (28) 

,    ,                    (29)
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, ,             (30)

.        (31)

Учитывая  (2),  (7),  (12),  (13),   из  (28)  и  (29)-(31)  следует,  что

допускает оценку

,                         (32)

,                                              (33)

,                                      (34)

где  , причем  может обращаться в бесконечность порядка

меньше  при , а при  ограничена. 

Таким  образом,  в  силу  (32),  (33)  и  (34)  интегральное  уравнение  (27)

является  интегральным  уравнением  Фредгольма  второго  рода  со  слабой

особенностью[1], однозначная разрешимость которой следует из единственности

решения  поставленной задачи, т.е. уравнение (27) имеет единственное решение,

 причем   может иметь особенность порядка меньше  

при , а при  ограниченно.  После определения  из (19), с учетом

(22), находим функцию  . В силу (2),  с учетом (23) и (22) заключаем, что

.

Второй соотношение между  и  , принесенное на   из области

  представимо в виде [3],[6]:
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,                              (35)

здесь

,                          (36)

,  (37)

где - непрерывно дифференцируемая функция при  и  -

функция Грина первой краевой задачи[8].

Заменяя  на в (20) и (35), получим

  

,                   (38)

,      (39)

здесь    , , ,

, .

Исключив   из  соотношений  (38)  и  (40),  с  учетом  3)  получим

интегральное уравнение Фредгольма второго рода:

,  ,                             (40)

где

                                       (41)
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,  (42)

,   (43)

,            (44)

Здесь 

, , ,

.

Учитывая (15),   и непрерывно дифференцируемая функция  

из (42) и (43) имеем оценку   

,                                      (45)

.                                                   (46)

В силу (45), (46) из (41) получим

,                              (47)

Следовательно, в силу (2), (3), (12) и (15) из (44), следует оценка 

,                                                       (48)

, причем - имеет особенность порядка меньше 

при , а при  ограничена.

Так как  , то из оценку (47) с учетом (2) и (3) следует, что

ядро  имеет слабую особенность.

Таким образом,  из  (47),  (48)  заключаем,  что  интегральное  уравнение  (40)

является  интегральным  уравнением  Фредгольма  второго  рода  со  слабой

особенностью[1],  разрешимость  которого  следует  из  единственности

поставленной  решения   задачи  причем,  -  может  обращаться  в

бесконечность порядка меньше  при , а при  ограниченна. После
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определения  с учетом  3) находим , далее из (20) заключаем,

что  .

Следовательно,  поставленной  решение  задачи  в  области  -

восстанавливается  как  решение  первой  краевой  задачи,  в  области  

восстанавливается  как  решение  задачи  Коши  (17).  Отсюда,  в  силу  (10)  ((11))

восстанавливается решение в области  как решения задачи Коши-Гурса,

удовлетворяющее  условиям   и    и

), где - след решения задачи Коши в области 

на характеристике . 
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