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GENERATSIYA FUNKSIYALARI VA ULARNING QO‘LLANILISHI

Annotatsiya. Mazkur maqolada matematik analiz va kombinatorikaning
muhim vositalaridan biri bo‘lgan generatsiya funksiyalari haqida so‘z yuritiladi.
Generatsiya funksiyasi ketma-ketliklarning umumiy hadini ifodalash, ularni turli
algebraik va kombinatorik muammolarda qo‘llash imkonini beruvchi samarali usul
hisoblanadi. Ushbu maqolada avvalo generatsiya funksiyasining ta’rifi va uning
asosiy xossalari keltiriladi. So‘ngra oddiy va eksponensial generatsiya
funksiyalariga oid misollar ko‘rib chiqilib, ular yordamida ayrim ketma-
ketliklarning umumiy haddi topiladi.

Kalit so‘zlar. Ketma-ketlik, funksiya, generatsiya funksiyasi, qator,
differensial tenglama.

GENERATING FUNCTIONS AND THEIR APPLICATIONS

Abstract. In this article, we discuss generating functions, which are among
the important tools of mathematical analysis and combinatorics. A generating
function is an effective method that allows us to express the general term of
sequences and to apply them to various algebraic and combinatorial problems. In
this paper, we first present the definition of generating functions and their main
properties. Then, examples of ordinary and exponential generating functions are
considered, and with their help, the general terms of certain sequences are derived.

Keywords: Sequence, Function, Generating function, Series, Differential
equation.

ITOPOXIARIINE ®YHKIINU U NX ITIPUMEHEHUE

AnHoOTauusi: B 1aHHOl cTaThe pacCMaTpUBaKOTCS TIOPOXK/aroliye (PyHKIIUU,
KOTODbIe SIBJISTFOTCS] OZJHUM M3 Ba’KHbIX MHCTPYMEHTOB MaTeMaTHUeCKOro aHa/r3a U
KoMOuHaTtopuku. Ilopoxkzaroijasi (GyHKI[US TIpefcTaBiser coboi 3ddeKTUBHBIN
MeTO/], TIO3BOJISTFOIINI BLIPA3UTh OOIIHIA WieH IMoC/e[0BaTeTbHOCTEN Y IIPUMEHSITh
VX TIPU PellleHrH pa3/InuHbIX aareOpandyeckKrx ¥ KOMOMHATOPHLIX 3a7au. B pabote
CHauaja MPUBOAUTCS Orfpefie/ieHrde TIOPOXAAIIUX (YHKIHMNA UM UX OCHOBHBIE

CBOMCTBa. 3aTeM  pacCMaTpuBalOTCsS ~ TIpUMephl  OOLIKHOBEHHBIX U
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9KCTIOHEHIMAIbHBIX TOPOXKJAOLUX (YHKI[MH, C TIOMOIbI0 KOTOPBIX BBIBOJSTCS
o0111e uieHbl HEKOTOPBIX TI0C/IeJ0BaTeTbHOCTEH.

KiroueBble c/0Ba: T10C/€0BaTe/IbHOCTh, (YHKLUS, TOPOX/Aarolast
dbyHKys, psa, auddepeHLasbHOe YpaBHEHUeE.

Kirish. Matematikaning turli bo‘limlarida ketma-ketliklar bilan ishlash katta
ahamiyatga ega. Xususan, kombinatorika va algebraik hisoblashlarda berilgan
ketma-ketlikning umumiy hadini topish muhim masalalardan biridir. Bu jarayonda
samarali usullardan biri — generatsiya funksiyalari hisoblanadi [1-3]. Generatsiya
funksiyalari yordamida nafaqat ketma-ketliklarning umumiy hadlarini topish, balki
turli kombinator muammolarni yechish, differensial tenglamalarni soddalashtirish,

ehtimollar nazariyasi va sonlar nazariyasidagi masalalarni hal gilish mumkin.

Generatsiya funksiyasi oddiy qator ko‘rinishidagi ifodadan iborat bo‘lib, u
ketma-ketlikning barcha elementlarini o‘zida mujassamlashtiradi. Shu tufayli,
matematikada ko‘plab murakkab natijalarni ixcham va aniq tarzda ifodalash

imkonini beradi [4,5].

Mazkur maqgolada biz generatsiya funksiyalarining asosiy tushunchalari va
ularning ayrim misollardagi qo‘llanishlarini ko‘rib chigamiz. Xususan,
Fibonachchi sonlari uchun generatsiya funksiyasini hosil gilish, xalgaro olimpiada

masalalarida generatsiya funksiyasining qo‘llanilishi ham batafsil yoritiladi.

Asosiy gism. Aytaylik, bizga 9 ketma-ketlik berilgan bo‘Isin. Quyidagi

f(x) 22 ax’
yoki
(a,,a,a,,a,.)—f(x)=a, +ax+ax +ax +..
bo‘lgan A funksiyaga %nketma-ketlikning generatsiya funksiyasi deyiladi.

Quyidagi
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funksiyaga esa ?»ketma-ketlikning eksponensial generatsiya funksiyasi deyiladi.

Generatsiya funksiyadagi yig‘indi cheksiz yoki chekli bo‘lishi mumkin.
Cheksiz yoki chekli ekanligi ?» ketma-ketlikning hadlari soniga boglig.

Dastlab quyidagi misollarni ko‘raylik.
1-masala. Quyidagi 12,3, -, n+l..
funksiyasini toping.

ketma-ketlikning generatsiya

a, =n +l. \x\ <1

Yechim: Ko‘rish giyin emaski, uchun:

f(.Y)ZZﬂ“.‘{“ :Z(n F1)x" =1 4+2x 43 44+ +(n+ Dy +.. =

=(.~r:+_~r:"+_*~:‘+...) =‘ X ‘ = -
I-x! (1-x)
Demak, berilgan 9 =" +1 ketma-ketlikning generatsiya funksiyasi
1
f(x)= .
(1- x)
111, fe=r
2-masala. 777 ketma-ketlikning generatsiya funksiyasi L-x

bo‘lishini isbotlang.

Yechim: Biz | (X1 x) =1 ekanligini ko‘rsatishimiz kerak.
)=+ x+ x4+
x(x)= x+x +..
(- x)f(x)=1+0 x+0 -x" +...
yoki

1

(,‘:}Zi.‘{” —l4+x+x +. + X+ =
=2 o x <t

isbotlandi.



flx)=—

3-masala. X - 4 ¥+ 3 funksiya qaysi ketmat-ketlikning generatsiya
fuksiyasi bo‘ladi?

Yechim: Bu misolni ishlashda quyidagi tenglikdan foydalanamiz:

—Y»:

1—»:

Dastlab [ &) funksiyani soddalashtirib olamiz:

1 1 1 1
(): - pr— e _—, — pr—
P = 3 T 0G0 21X 3- x_‘
R S S S ‘_‘ _y| ,,;--
21-x 6 2:. :3_._ 27 237
3 1)
f(x)

Boshga tomondan funksiya % ketma-ketlikning generatsiya funksiyasi,
ya’ni quyidagi funksiyaga teng:

flx) =£’ ax’
@
(1) va (2) tengliklardan
a zl‘ 1- :
2 3
ekanini topamiz.
. e . . a.. F =0, F =l
4-masala. Bizga quyidagi ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. " © - va

nz2 ychun F, =k +F,, bo‘lsa, F. _ Fibonachchi sonlarining umumiy hadini

toping.
Yechim: Aytaylik Fibonachchi sonlarining generatsiya funksiyasi [ (&)
bo‘lsin.

flx)= TF‘{ —F+F~<+TF»; _~.;+Y(;: +F, ),{ —

=X+ Z F,,__."{'“ + Z F”_ ____"{'“ =¥+ EF..-YM-. + EF”_"{'“H _



X

=x+ ‘{Z Fx"+ x"Z Fx'=x+xf(x)+x f(x)=f(x) = f(x)=

1-x-x
Ushbu generatsiya funksiyani qatorga yoyamiz:
X - X
f(x)= = - _
1- x- x° 5 - 5
(R PO 6 IH_H@”‘
2 2
\E—l_“ Jg+l__,
2 T2 belgilash kiritamiz:
foo= % L)« P || |-
' (.*c—rs)(.*«:—;-;’) ﬁ_u—ﬁc = x| ﬁ 1_-"5 l_"_.»:'
ot N
=312 - 23] =g S =
”G."‘-'-”- vl Pl V5 ---"x/g—l‘ ‘ V5 +1
¢ | "1+J§'"_"1-J§""Y,, g "1+J§"'_"1-\/§""
=5 2 2 1] "5 2 2

| | e
Demak Fibonachchi sonlar ketma-ketliklarning umumiy hadi (3) ga teng bo‘ladi.

5-masala (OMUS-2020, Individual Competition, Problem 4).

a a, =a, +2(n-1a, .

» sonlar ketma-ketligi uchun @ =1 @ =1 ya n=2ychun
munosabat o‘rinli bo‘lsa, quyidagi yig‘indini hisoblang:

s

n=0 n!
Yechim: 9 ketma-ketlikning generatsiya funksiyasini qidiramiz, ya’ni
quyidagi ko‘rinishda:
< a
fl)=Y "y
o= n!
f(x)

Agar biz ni topa olsak, yuqoridagi yig‘indini giymatini ham topa olamiz.



fx)= y Gy =a, +ax+ y| e +2(n- Ua,., x" =
i n! -, n! .
: . -1 , . 1
—14+x+ ¥ Dmiye 2? )a, e _1+f+Y "*+2Y—(HJr Ja
— n! n! . (n+l)‘ (n+2)

Har ikki tomondan x bo‘yicha 1-tartibli hosila olamiz.

fx)=1+) 7—*«: +2~,;T X' =1+ f(x)-1+2x - f () = (%)

f(x)
fx)

fx)=>01+2x)f(x) = dy =(1+2x)dx = In f(x)=x"+x+C

f0)=1 C=0= f(x)=¢""

Bizga ma’lumki bundan

Javob: ez.

6-masala. (IMC 2019, Problem 4) % sonlar ketma-ketligi uchun

a,=l,a =2 . YneNlay uchun (n+2)a,, =@n+4)a,+(4n+2)a

ekanligini isbotlang va % ni umumiy ko‘rinishini toping.

Yechim: Dastlab ketma-ketlikning umimiy hadini ko‘rinishini aniqglab

olamiz:

3n+4 n+2
a,+ a

(n+3)a,, =Gn+4a, +@n+2a, ~ "= 53T 3
a, =3a +4a,, - 2 a, - 10 a,
' - on+3 n+3
f(x) =Z a x’
Ketma-ketligimizni uchun =0 geratsiya funksiyani ko‘ramiz.

‘F(X}:ZG--"‘“ :ﬂ-+ﬂ:f"‘+z ax" =1+2x +Z a,x" =

—1+2x+ ¥ 3q +4aq_ - ——aq - 10 a_ . |x" =
| on+3 n+3

itz

-1 tenglik
o‘rinli bo‘lsa, ushbu ketma-ketlikning barcha hadlari butun sonlardan iborat



=1+2x+ 3x£c1r,,x”+4.»:"'2@“_:,»;'“3 - ‘F’ a

~“n+3 = n+

Zﬂ--f‘f” =f(x)-1 Za,,_:x"': =f(x)

b

FO)=14+2x+3x(F (- D+ax F (-5 2y 10 F
T n+3

~n+ 3
Yugqoridagi tenglikning har ikki tomonini X’ ga ko‘paytiramiz.

X F ) =x"+2x" +3x°(F(x)- D)+ 4x f (x)- 52%‘{ 10 Y ey

—n+3

X flx)=x"- x +3x f (x)+4x" f(x)- 52_"%,{ 10 y_'mf : .

Quyidagi ikki tenglik o‘rinli

‘ < Sja X =xt(f(x)- 1)
- n+3
‘_t‘%\{ Ya =xtf(x)

(5)

(4) tenglikdan har ikki tomonidan x ga nisbatan hosila olamiz, (5) dan foydalanib
soddalashtiramiz va quyidagi oddiy differensial tenglamaga kelamiz.

(4x* +3x° - ,wz)f'(,*c)+(6,~r:‘ +4x% - 2x) fx)+2x° +2x =0

(4x’ +3x7 - X)) +(65" +4x- 2) f (D) +2x+2 =0

2(1- 3x) 2
feo+ x(1 :)f(ﬂ_ a0
- dx x(1- 4
X ¥ ©)
w(x)=
(6) differensial tenglamaning integrallovchi ko‘paytuvchisi ‘~"1 -y ga
u(x)

teng. (6) ning har ikki tomonini

X 2(1- 3x) X 2

x- .
N f ('\f}ih- 1x x(1- 4x)f('¥}_ J-ax x(- 4x)

ga ko‘paytiramiz.

=0




' _»:i | _ 2x
N -f(.*r:). ——(1_ 4;.;); _ Jlf(}:}:1— 2x - ~J1- 4x

2x°
1- 2x- +f1- 4x

2x°

:Z ax’
Demak, n=0

y =v1-dx funksiyani Makloren qatoriga yoysak, quyidagi ko‘rinishga keladi.

~,(2n- 3)! QD
J1- 4x =1- 2x- Z( 1M e e oy 2D e

=~ Qn) = Qn+a)
N T (I . ~ (2n+ 1) . -
1- 2x x_fll Ny o Ly Qn+D X =Vay
2x° p 2 = (@2n+4) ot
n+Dr L @Dl (2n+2)

n+s

G = . = . —_—
" (2n+4) (n+2) (n+1)-(n+2)!
Yuqoridagi ketma-ketlikning umumiy hadi quyidaginga tengligi kelib chiqdi.

(2n+2)

S D+ 2)

Endi 9 ketma-ketlikning barcha hadlari butun sonlardan iboratligini ko*rsatamiz.

@Cn+2)  (n+3)n+4)..Q2n+2)

R T O (n+1)

n ta ketma-ket kelgan butun sonlar ko‘paytmasi "'ga karrali. Shunga ko‘ra

(n+3)n+4)..2n + 2!

Ikkinchi tomondan (n+3)(n+4)...(2n + 2)Mn +1)

tenglikka ko‘ra

. Yuqoridagi ikki

 (+3)n+4)..Qn+2)

(n+3)n+4)...2n+2)Mn +1)
(n+1)

eEN=ag N

Demak 9 ketma-ketlikning barcha hadlari butun sonlardan iborat va uning
umumiy hadi quyidaginga teng.
(2n+2)!

S e+ 2)
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