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Аннотация.  В  работе  доказана  теорема  существования  и  единственности  решения  поставленной
задачи  в  классах  Соболева.  Решение  рассматриваемой  задачи  построено  в  виде  суммы  ряда  по  системе
собственных функций многомерной спектральной задачи, для которой найдены её собственные значения как
корни трансцендентного уравнения и построена соответствующая система собственных функций. Показано,
что эта система собственных функций является полной и образует базис Рисса в пространствах Соболева. На
основании полноты системы собственных функций получена решения поставленной начально-граничной задачи.
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Введение.
Многие  задачи  колебаний  стержней,  балок  и

пластин,  которые  имеют  большое  значение  в

строительной  механике,  приводят  к
дифференциальным  уравнениям  более  высокого
порядка [1, c.141-143; 2; 3, с. 3375-3389; 4, с. 52-62; 5,



с. 650-671; 6, с. 63-77; 7, с. 614-628; 8, с. 311-324; 9, с.
89-100;  10, с. 665-671]. К уравнению колебаний балки
приходит  также  при  расчёте  устойчивости
вращающихся валов и изучении вибрации кораблей [2,
гл.  2].  Изгибные  поперечные  колебания  однородных
тонких  упругих  стержней  и  балок  с  учётом  их
вращательного  движения  при  изгибе  описываются
дифференциальным  уравнением  в  частных
производных четвёртого порядка [11, с. 364-374]. 

В работе [4] исследуются задачи с начальными
условиями  для  уравнения  колебаний  прямоугольной
пластины  с  разными  граничными  условиями.
Установлено энергетическое неравенство, из которого
следует  единственность  решения  поставленных  трёх
начально-граничных  задач.  В  случае  шарнирного
закрепления  пластины  на  краях  доказаны  теоремы
существования  и  устойчивости  решения  задачи  в
классах регулярных и обобщённых решений. 

В  работе  [6]  изучена  задача  с  начальными
условиями  для  уравнения  колебаний  прямоугольной
пластины  со  смешанными  граничными  условиями.
Установлено энергетическое неравенство, из которого
следует  единственность  решения  поставленной
начально-граничной задачи. Для этой задачи доказаны
теоремы  существования  и  устойчивости  решения
задачи в классе регулярных и обобщённых решений. 

В работе [7] для уравнения смешанного типа с
оператором  Лаврентьева-Бицадзе  в  прямоугольной
области  изучена  первая  граничная  задача.  Показано,
что  корректность  постановки  задачи  существенным
образом зависит от отношения сторон прямоугольника
из  гиперболической  части  смешанной  области.
Установлен  критерий  единственности  решения.
Доказаны оценки устойчивости решения от заданных
граничных функций и правой части.

В работе [12] для уравнения смешанного типа с
дробными  производными  изучена  первая  граничная
задача в прямоугольной области. Установлен критерий
единственности  решения  задачи.  Само  решение
построено  в  виде  суммы  ортогонального  ряда  и
показана его сходимость в классе регулярных решений
данного  уравнения.  Установлена  устойчивость
решения относительно заданных граничных функций в
классе  непрерывных  и  квадратично-суммируемых
функций.

Отметим, что в работе [15] доказано теорема об
однозначной  разрешимости  смешанной  задачи  для
дифференциального уравнения в частных производных
высокого  порядка  с  дробными  производными  по

времени,  со  степенями  операторами  Лапласа  с
пространственными  переменными  и  нелокальными
граничными условиями в классах Соболева. В работе
[16]  исследуется  начально-граничной  задачи  для
уравнения балки в многомерном случае и установлено
теорема  об  однозначной  разрешимости  начально-
граничной задачи для уравнения балки в многомерном
случае.  В  работе  [17]  доказано  о  разрешимости
смешанной  задачи  для  уравнения  с  частными
производными  дробного  порядка  с  операторами
Штурма-Лиувилля  с  нелокальными  краевыми
условиями.  В  работе  [25]  доказано  об  однозначной
разрешимости  многомерной  начально–граничной
задачи,  связанные  с  уравнениями колебаний  балки с
учётом  её  вращательного  движения  при  изгибе,  с
нелокальными  граничными  условиями  в  классах
Соболева. 

В  работе  [22]  изучена  начально-граничная
задача  для  уравнения  вынужденных  колебаний
консольно  закрепленной  балки.  Такие  линейное
дифференциальное  уравнение  четвёртого  порядка
описывает  изгибные  поперечные  колебания
однородной балки при воздействии внешней силы при
отсутствии вращательного движения при изгибе.

Постановка задачи. В данной работе в области

,  где  ,  а   –
заданные  положительные  числа,  рассматривается
следующее более общее уравнение вида

              (1)
с начальными условиями  

(2)
и граничными условиями

             (3)
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где   и  ,

,  ,  –
достаточно  гладкие  функции,  разлагаемые  по
собственным  функциям

 следующей
спектральной задачи:

,          (4)

         (5)

 –  спектральный  параметр.  –  интегро–
дифференциальный оператор в смысле Миллера–Росса
по Римана – Лиувилля. 

Пусть  функция   раз
непрерывно дифференцируемая и , .
Дробная производная по Римана–Лиувилля порядка 
определяется с равенством   

,   (6)

где   –  гамма–функция  Эйлера.  Эта  функция

удовлетворяет  равенство  .  Дробная
производная  или  регуляризованной  дробной
производной  по  Капута  порядка    определяется  с
равенством    

. (7)
Справедлива формула

 (8)
Таким образом, производная в смысле Римана–

Лиувилля может быть представлена в виде суммы 
сингулярных членов 

 (9)

и регуляризованной дробной производной по Капута 
порядка  :

.  (10)
Присутствие  слагаемых  (9)  приводит  к  тому,  что
дробные  производные  Римана–Лиувилля  имеют
особенность  в  нуле  и  в  задаче  Коши  для
дифференциальных  уравнений  дробного  порядка  в
смысле  Римана–Лиувилля  необходимо  задавать
начальные  условия  специального  вида,  не  имеющие
чётко физической интерпретации. 

Этих  недостатков  дробной  производной
Римана–Лиувилля  лишена  регуляризованная

производная порядка  ( )   

         (11)
которая была впервые введена в работе Капуто [13], а
также  независимо от  него  в  работах  Джрбашяном и
Нерсесяном [20]. 

Как  производные  Римана–Лиувилля,  так  и
производные Капуто не обладают ни полугрупповым
свойством, ни тем более свойством коммутативности,

т.е. существует функции  и , который

, 

,

.
В связи с этим Миллером и Россом [14] были введены
так  называемые  секвенциальные  производные,
дробного порядка:

,                (12)

где   – мультииндекс, функция
предполагается  достаточное  число  раз  непрерывно
дифференцируемой.  Вообще  говоря,  в  качестве

оператора  ,  лежащего  в  основе  секвенциальной
производной  Миллера  –  Росса,  можно  использовать
оператор  дробного  дифференцирования  по  Риману  –
Лиувилля,  Капута  или  любую  другую  его

разновидность. В частности, для целых   это может

быть оператор обычного дифференцирования  
Использование  секвенциальных   производных
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Миллера  –  Росса  позволяет,  в  частности,  понижать
порядок дифференциальных уравнений. 

Выберем  некоторое   и

пусть  ,  .
Определим производные дробного порядка  в  смысле
Миллера –  Росса по Римана –  Лиувилля и в  смысле
Миллера  –  Росса  по  Капута  с  равенствами
соответственно

,

,

где . 
Эти  производные дробного порядка  в  смысле

Миллера – Росса по Римана – Лиувилля   и  в

смысле Миллера – Росса по Капута  связаны с
равенствами

,

,
…………………………………………………

,

,

,

где   и  для  функции  
производная  порядка   абсолютно  непрерывная
функция.  Доказательство  этих  утверждений  дано  в
работах Чикрий и Матичина [24]. 

Скалярное произведение в пространстве

 вводится так:

.
Тогда  соответственно  норма  в  пространстве

 определяется по формуле 

Обозначим  через   множество

всех  функций  ,
удовлетворяющих  граничным  условиям:

 при  ;

 при  ;

 при  ;

 при .

В пространстве  функций  –

переменных   полную
ортонормальную систему образуют все произведения 

,       (13)
где
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, –  корень  трансцендентного уравнения

. Справедлива следующая
Теорема 1. Система собственных функций

 (14)
спектральной  задачи  (4),  (5)  является  полной
ортонормированный  системой  в  классе  Соболева

. 

Обозначим  через   множество

всех функций , удовлетворяющих
граничным условиям:

 при  ;

 при  ;

 при  ;

 при .
Справедлива следующая
Теорема 2. Система собственных функций (14)

спектральной  задачи  (4),  (5)  образует  базис  Рисса  в

пространстве Соболева .
Теоремы 1 и 2 доказана в работе 23.
Регулярным решением уравнения (1) в области

 назовем функцию  из класса

,     

 удовлетворяющую  уравнению  (1)  во  всех  точках

.

Обозначим  через   множество

всех  функций  ,
удовлетворяющих  граничным  условиям:

 при  ;

 при  ;

 при  ;

 при .

Функцию   назовем  регулярным

решением задачи (1)–(3) в области  ,  если функция

 – регулярное решение уравнения (1) в области

 из класса

,     

 
и удовлетворяет начальным и граничным условиям (2)
и (3).

Пусть  функция  с

показателем ,  
удовлетворяют  уравнению  (1)  во  всех  точках

 и  удовлетворяет  начальным  и  граничным

условиям  (2)  и  (3).  Тогда  функция   является

регулярным решением задачи (1)–(3) в области . 
Докажем  теперь  существование  и

единственность  решения  начально-граничной  задачи.
Справедлива следующая 

 Теорема  3. Пусть  начальные  функции

;   из

класса  с  показателем

  и  правая  часть  
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.  Тогда  регулярное

решение  задачи (1) – (3)  из  класса   с

показателем  ,  
существует, единственно и представляется в виде ряда 

.  (15)

Здесь  функция  Миттаг–

Лефлера, ,  где   корень

трансцендентного уравнения   и  в каждом

из интервалов ,  

 имеется равно один корень , причем

 при   и  коэффициенты

определяется по формулам

,

.

Доказательство. Введем функции

        (16)
где

.                (17)
В силу (1)–(3) неизвестные функции

    удовлетворяют уравнениям

     (18)
и начальным условиям

       (19)
где

               (20)

             (21)

     (22)
Решение  задачи  Коши  (18),  (19)  известно  (см.,
например [24]),  и оно имеет вид
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,  (23)
где

,                    (24)

                  (25)

                  (26)

          (27)
Поскольку  функции  (16)  построены  в  явном

виде  (23),  то  на  основании  полноты  системы

собственных функций (14) в  нетрудно доказать
единственность  решения  задачи  (1)  –  (3).  Пусть

 и   ,  .  Тогда  из
формулы (20)–(22) и (23) следует, что

при всех  и любом . Отсюда в
силу  полноты  системы  собственных  функций  (14)  в

 вытекает,  что   почти  всюду  в

области  при любом . 

Как  известно,  по  теореме вложения  Соболева

функция  непрерывна на , то  в .
Это доказывает единственность решения задачи (1) –
(3).

При  каждом   функция

 по  переменной   является

функцией  из  класса  .  Поэтому,
рассматривая  как параметр, решение задачи (1) –

(3)  будем  искать  из  класса   в  виде
суммы  ряда  по  системе  собственных  функций  (14)
спектральной задачи (4), (5):

,       (28)

где  ,     
определяется по формуле (16).

После  подстановки  (23)  в  (28)  мы  получим
единственное решение задачи (1) – (3) в виде ряда

    (29)

Поскольку система собственных функций (14)
спектральной  задачи  (4),  (5)  образует  базис  Рисса  в

пространстве Соболева  , любая функция
из этого  класса  разлагается  единственным образом в
ряд  Фурье,  сходящийся  по  норме  пространства

.  Поэтому  ряд  (29)  сходится  в

 при любом . Выясним условия
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существования  решения  из  класса  
Согласно  теореме  2,  система  собственных  функций
(14) спектральной задачи (4), (5) образует базис Рисса

в  пространствах  Соболева   и

Пусть  начальные  функции

;   из

класса  с  показателем

  и  правая  часть  

.  Тогда  по теореме
вложения Соболева справедливо неравенство

.
Отсюда  следует  что,  если  начальные  функции

;   из

класса  с  показателем  ,

  и  правая  часть  

,  то  регулярное

решение задачи (1) – (3)  из класса   с

показателем  ,  
существует, единственно и представляется в виде ряда
(15). Теорема 3 доказано
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