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UCHINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMA UCHUN CHEGARAVIY MASALA

Annotatsiya: Ushbu maqolada uchinchi tartibli xususiy hosilali bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglama uchun chegaraviy masalaning yechimi o‘rganilgan.
Yechim usuli integral tenglamalarga ketma-ket yaginlashish metodini qo‘llashga
asoslangan bo‘lib, Riman-Liuvil integrali va Bessel-Klifford funksiyalaridan
foydalanilgan. Olingan yechimning to‘g‘riligi chegaraviy shartlar tekshiruvi orqali
isbotlangan va mavjudlik teoremasi shakllantirilgan. Ishlab chiqilgan natijalar
matematik fizika va tegishli sohalarda yugqori tartibli tenglamalarni tahlil qilish
vositalarini kengaytiradi.

Kalit so‘zlar: xususiy hosilali differensial tenglama, Riman-Liuvil integrali,
Bessel-Klifford funksiyasi, Reyt tipidagi funksiya, Poxgammer simvoli ketma-ket
yagqinlashish usuli, chegaraviy masala.
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BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A THIRD-ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION

Annotation: This article investigates the solution to a boundary value problem for
a nonhomogeneous third-order partial differential equation. The solution method is
based on applying successive approximations to integral equations, utilizing Riemann-
Liouville integrals and Bessel-Clifford functions. The correctness of the obtained
solution is verified through boundary conditions, and an existence theorem is
formulated. The developed results extend the toolkit for analyzing higher-order
equations in mathematical physics and related fields.

Keywords: partial differential equation, Riemann-Liouville integral, Bessel-
Clifford function, Rayleigh-type function, Pochhammer symbol, method of successive
approximations, boundary value problem.

Kirish
Ma’lumki, ko‘plab jarayonlarning matematik modellashtirilishi, real hayotda
sodir bo‘ladigan jarayonlar, xususiy hosilalarga ega tenglamalar uchun nostandart

boshlang‘ich-chegara, to‘g‘ri va teskari masalalarni o‘rganishga olib keladi, bunday
tenglamalar klassik matematik-fizikada an’analari bo‘lmagan analoglarga ega.

[lovalar natijasida paydo bo‘lgan muammolar, xususan, tovush va yuqori
tezlikdagi gaz dinamikasi muammolari ™ **, moment nazariyasisiz qobiq nazariyasi va
boshqalar ¥, aralash tipdagi tenglamalarni tizimli ravishda o‘rganishga olib keldi. Bu
tenglamalar ko‘rilayotgan sohalarning turli gismlarida turli tiplarga mansub bo‘lib,
ajratuvchi chiziglarda ulash shartlari bajariladi.

Uchinchi tartibli gismli hosilali differensial tenglamalar gidrodinamika, elastiklik
nazariyasi va matematik biologiya kabi turli sohalarda qo‘llaniladi. Biroq, ularni tahlil
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qilish bir jinsli bo‘lmaganlik (noyelilik) va chegaraviy shartlarning murakkabligi bilan
bog‘liq giyinchiliklarni tug‘diradi. Ikkinchi tartibli tenglamalardan fargli o‘laroq,
uchinchi tartibli masalalar uchun yechim usullari kamroq ishlab chiqgilgan, bu esa ushbu
sohadagi tadgiqgotlarning dolzarbligini belgilaydi.

Mazkur ishda uchinchi tartibli bir jinsli bo‘lmagan qgismli hosilali differensial
tenglama ko‘rib chiqgiladi, unga integral tenglamalar asosidagi yondashuv taklif etilgan.
Riman-Liuvil operatorlari va Bessel-Klifford funksiyalaridan foydalanish asosiy
masalani Volterra tipidagi ikkinchi tur integral tenglamaga keltirish imkonini beradi.
Asosiy vosita — yechimga yaginlashuvni ta’minlovchi ketma-ket yaginlashish usulidir.
Tadqiqotning yangiligi klassik usullarning yuqori tartibli tenglamalarga moslashtirilishi
va berilgan funksional sinfda yechim mavjudligining isbotidadir.

Maqola quyidagi tuzilishga ega: birinchi gismda masala va asosiy farazlar
shakllantiriladi; ikkinchi gismda yechimning integral ifodasi quriladi; uchinchi gism
metodning to‘g‘riligini isbotlashga bag‘ishlangan; yakuniy gismda mavjudlik teoremasi
va yaginlashuv tahlili keltirilgan. Olingan natijalar murakkab chegaraviy shartlarni
hisobga oladigan matematik modellashtirish masalalarida qo‘llanishi mumkin.

Tabhlillar va natijalar

y A

ol 4

p

o =! (x. v): : r <l
Q |(.\.,}).D{_x¢:p,[}{}::ql sohada ushbu

u,, +)yu +Au=f(xy)

)
xususiy hosilali differensial tenglamani qaraylik, u(x,y) - noma’lum funksiya, fxy)
- berilgan funksiya, Yi4piq berilgan hagiqiy sonlar bo‘lib, P >0 47 0

A masala. €2 sohada (1) tenglamani, soha chegarasida
u(x,0) =r(.~:}’ u,(x,0) =1’(.%’)’ 0 <x <p @)

u(0,y)=¢(y) 0<y=q (3)



ulx, y)eC (Q Ve C(O
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi Y ), u_\.(x_,y ), u,, (xy)eC(Q)

sinfga tegishli yechimi topilsin, bu yerda T(X), v(x) va 7(y)

boelib, 7(0) =¢(0) ¢'(0)=1(0)

lar berilgan funksiyalar
shartlarini ganoatlantiradi.

Dastlab, (1) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

o, +yu)+Au=f(xy)

Ox ) (4)
ay
%Y Riman-Liuvil operatorini qaraylik:

Ialy)=—— |‘(» -z)" J'“- [J{y— z)J alz)dz
(f’l} ag >0
J.(2) : -
bu yerda -Bessel-Klifford funksiyasi
- z| -1 (z/2)
J(D)=T+D| 2| 1. ()=
(z)=rG +1) ; ‘ (z) ; At D),
Iy (Z)—esa birinchi turdagi Bessel funksiyasi, (a )k -Poxgamber simvoli, F(Z)—

ay
Eylerning gamma funksiyasi'®. Agar ¢ =2bo‘lsa, u holda "%’ operatorning ko‘rinishi

12 £ (=1 5 = 272 1= 2] @i

ko‘rinishga keladi.

Poxgammer simvolining giymati ko‘rinishda aniglanadi.

‘ “sinx
Integral ichida quyidagi hisoblashlarni bajaramiz, bunda
ekanligini' inobat olamiz:
- 131 Ay- 2|
(y- 2T |y - 2)| =(y- 2)I ‘—‘ A J | Ay-2)| =
: 2 2 .
:—sm(y(v— z))

J.-"

>
Endi "% ni



[ f(}’)ZJl/:rsin(y(y- z)) f(z)dz

(5)
ko‘rinishda yozib olamiz.
I
(4) tenglamaga "0x ni ta’sir ettiramiz:
C(12u, + 12y u)+ A =0T (G y)
X . (6)

ulx,0)=r(x) u (x0)=r(x)

2,y
Avval Ioyuy, ni soddalashtirib olamiz, bunda
shartlardan foydalanib,

I, (x, ) - fin Ay - 2u,, (v, 2)dz =
Y

=- lsin Oy G+ ulx, y)- cosQdr(x)- y 1 ulx, v)
Jf
ni hosil gilamiz. Bu tenglikni (6) ga qo‘yib,

-

- lsin(yy)v(,\:)+u(ﬁf. y)- cosQy)r () |+ AL u =17 f (x y)
axl oy .

1
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglikka Lo, operatorni ta’sir ettiramiz va (3) shartdan

foydalanib, Volterraning 2-tur integral tenglamasini hosil gilamiz:

uCx, v+ AL I u(x, v) =g (x, v) )

Y
bu yerda I5x - Riman-Liuvill ma’nosidagi P tartibli integral operator'® bo‘lib,

: .;|(.*c— z)" g(2)dz

17 g(x) =m |

/)’>0_
gCe,y) =117 f (e, y)+ ¢ (y)- sin (Jﬁ’)1’(0)+lsi]‘l Oy(x)-
‘J.)'

- cos()y)7(0)+cos () r(x) (8)

(7) integral tenglamaning yechimini ketma-ket yaginlashish usulidan® foydalanib
topamiz. Buning uchun quyidagi rekurent formulani qaraymiz:

w,(xy)=g(xy)- AL I, (xy) pen

u, (x, ) =g (x,y)



(x,y)

Dastlab, 4 ni topamiz:

u (x,v)=g(x,v)- AL I77u, (x, )

Endi m =2 deb olib %2 (6 )y
w, (x, y)=gx,y)- AL 77w (x,v)

s . . [0 =i el =1 . :
ko‘rinishda topamiz. So‘ngra " " Yoova MU * tengliklardan foydalanib,
u, (%, y)

w, (e, v)=u, (x, )= AL 7w, (e, )+ A°0 T u, (x, v)

(X’y)ni

ko‘rinishda topamiz. Ketma-ketlikni davom ettirib, U
w, O v)=u, (e, y)- AL L u (o y)+ .+ GO AT L™ 0 (v y)

. . o limu, (xy)
ko‘rinishida topamiz. Integral tenglamalar nazariyasiga ko‘ra, "~ limit

mavjud bo‘lsa, u holda uning limit funksiyasi (7) integral tenglamaning yechimidir.

u(x,y)

M= % limitga o‘tib, ning giymatini quyidagi ko‘rinishda topamiz:

ulx, y)=limu, (x, y) =u,(x, }’)+Z(- AV, (x )

u, (x,y) (xy)

ni o‘rniga (8) ni qo‘yamiz va ba’zi hisoblashlarni bajarib u

1. 1,
ulx, y) =g (y)- J—}sm (yy)lf(t})+}sm Gy hv(x)- cos(ry)r(0) +cos(y)r(x)-

- AX :.|’(y— g GIE ., {(- AxCy- ) Ay - J;}j dn-

-2y i|'r(_;-')Er;,_;.,u,;,; o G 2Xx- Oy yy|dE-

2y DB | DG Dy | ds+

+flr(O)xy"Er:__.:,l,_}lilz _,:,H- ﬁ,),*«:y'};J"J’J -

- 2OV E oy | G A0 yy | +



4{ﬁﬂy_”)Et¢u;ua(‘ijbv'fxy'ﬂﬁiuiy-sﬁﬂf(fJﬂdEdu

)
ko‘rinishida topamiz, bu yerda
< X' —
E i nalnyl=X = e T, ]
" :|I (f‘flln +KFI)I ((a’ﬂ+;"?} 2 (10)
ko‘rinib turibdiki, (10) funksiya (11) -Reyt tipidagi funksiya.
o . z"
e (2)=3 = = :
=il I (f-flln +Jhl)1- (f-"'n +J|"3) (11)
1
(10) va (11) qatorlarning yaqinlashuvchi ekanidan, shuningdek, ¥ ning 2 dan kichik

bo‘lmagan gqiymatlari uchun o‘rinli bo‘lgan Ji(z)=1

a=0,a =0

tengsizligidan foydalanib,

uchun (10) qatorning ~ ™ <X» ¥ <+=

yaqinlashishi ma’lum.

giymatlar uchun absolyut va tekis

(10) funksiya uchun
- 1 +
Ee. o Weew st .--1["{';}’] =e {X:I, Ec. i Moo, ot 1[0}J] :ﬁj U’]‘
E [0-0]::_____1_____
tengliklar, hamda quyidagi differensiallash formulalari o‘rinlidir:
o s
—|yE Ay =
Oy Lo o 1 ey +1=2— |
ot s 1 b s 02 57 (14)
Lye el =e el
{:}.-' TR L = | LA N | |
(15)
(¢ ,
e - axty _
o EennlAX) »)|

= Ax y |- VVE | T AX Yy
(16)



P (17)

—1 B vt | - ALY uyJ}z—Av”y“E_ 1 .._l-AX_V;JWJ
X 02 s+t | . a8)

Teorema.  Agar r(x)e C[ 0, P] nc, P), vix)e C[ 0, P] nC'(, P),
{,‘!'(}’)E C [[},q] 1 C* (0, C}f) va r(0)=¢(0) ¢ (0)=r0) fl,y)=(a) f ()

bo‘lsa, u holda A masalaning yechimini (9) ko ‘rinishda bo ‘ladi.

Isbot. Dastlab (1) tenglamani (2) va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantirishini
r(x)e C[[}, p] vix)e C[[}, p]

ko‘rsatamiz. Buning uchun (9) ifodaga y=0 qo‘yib, va

¥ (}J}E C[ 0, q] ekanligini e’tiborga olib quyidagi

ulx,0)=¢(0)- 7(0)+ r(x)

7(0) =¢(0) ekanidan foydalansak (9) ni (2) shartning bir qismini
u, (x,0)=1(x)

ifodani hosil gilamiz.

qanoatlantirishi kelib chiqadi. ekani isbotlash uchun (14) va (15)

formulalardan foydalanib, (9) umumiy yechimning y bo‘yicha xususiy hosilasini

u, (x,v) =¢'(y)+cos Oy ) () - v(0D+ psin(Gy Nz (0) - 7(x))-

- Ax |s,.f GPE, .. ___:,[(- Ax(y- )Y Ay- H;}j di-

- fl':l'r(;-'){ VE (|G- Dy y| - VYE | A K- é‘h’in’H ds-

212 24.32)

D AOVE, | G AN Dyt s+

23102)

+/‘,r([}).~r:{ VE oo ___:{(— ;,)_‘{'}Ji;Jx}JJ - VV'Ef s {(— ﬂ)xy-’;yyH .

- fvl’(D)}’iEr:.z:-,r_-.c.: _-‘:-{ (_ j')'Y}JE;JﬁJJ *

B | €00 = Y s | £ Gz
v "

ko‘rinishda topib olamiz. Hosil qilgan (19) tenglikka y=0 ni qo‘yib,



u, (x,0)=¢"(0)+1(x)- (D)
¢'(0)=1(0)

ifodani hosil gilamiz. ekanligini hisobga olib,

u, (x,0)=r(x)
(9) tenglama (2) shartning ikkinchi gismini ham ganoatlantirishini ko ‘rishimiz mumkin.
Endilikda (9) ifodaga X =0 pj qo‘yib,
u(0,y)=¢(y)
ekanligini topamiz. Demak (9) ifoda (2) va (3) shartlarni ganoatlantirar ekan.

(9) funksiya (1) tenglamani ganoatlantirishini isbotlaymiz. Buning uchun (9) ni
ushbu

ulx, ) =u, (e, v)+u, (G y)+u,(x ) +u, (x y)

ko’rinishda yozib olamiz, bu yerda

u, (x, y)=¢(y)- Ax |(» - g GPE, ___:,l - DxCy- )y Ay- J;}‘ dn

(20)
w, (x, y) =cos()y)r(x)- cos(yy)r(0)-

-2y [ | C 2 Dy ] de-

2T O E | C D5y | (1)
u(x, y) lein Gy (x)- ls'm Oy (0)-
J)’ J)’

- /:y"”|‘v(;-')Er;._;.,._.-,_-,= 2| G- Dy*yy|ds+

#2000 By | G205 )y ] 22

“_-(-"51}‘}:::|‘:|(}“ ME . [(- x-Sy - ) yy- H;}‘ f(En)dsdy

(23)

ul(X’y), u, () , Us(X, ) va 4 (X’y)larni birma-bir (1) tenglamaga qo‘yamiz.

Dastlab, (20) ning y bo‘yicha xususiy hosilasini (15) formuladan foydalanib,



(X, y)

='(y)- Ax |(,f GDE . (—i)x(}’—&;}i;y(}’—J;}stg
2 (25)
tenglikni hosil gilamiz va (13) tenglikdan hamda (14) formuladan foydalanib quyidagi
tenglikni hosil gilamiz:
Tu(x,y Axg(y)
TUED) o). LV
v’ rra)

+A°X :.|(y- g WIE, ... ___:{(— Wx(y- ) y(y- J}}] diy +

+/l."fjf L.II}J - "'fl)'::';' (Jf)Er:,_-‘:-,r_-‘._-‘.: ) {(_ j")X(y B ”)3 LJ"(}’ ) ”)j dJF
l, (26)

(17) formuladan hamda topib olgan (25) va (26) tengliklardan foydalanib,

(i

0X

0 (x, v)

— = Ag(y)-
0y’

+)u(x,y)

W |(;,-;;)g(;;}_[ | COX= ) = )| |y =

-/

Hg(y)- .fl.*r:i.|(y— MgWIE, .., _,:,[(- AxCy- ) iy(y- H}}j dy| =

=-/u, (x, v) (27)

u, (x,y)

(27) tenglikni hosil gilamiz. Bu esa funksiyamiz (1) tenglamani

ganoatlantirishini isbotlaydi.

2) u, (x,y ) funksiyaning y bo‘yicha xususiy hosilasini (14) formuladan topamiz:

%j”—m(n}(r(o) () +
+47(0)xE,, H )Xy’ ny—

- AT(Ox) Y E oo | (- f‘l}f‘f}"};Jﬁ’J -

Ay (D | € - Dy d +



+4y |HE}E[:.::-.[_-,_-,;_r:-{(' 2)x - ;_}}JE?JTJ ds

" (28)
U (x y ) ning ikkinchi tartibli xususiy hosilasini (15) dan foydalanib quyidagi
ko‘rinishda topamiz:

au, (*r:}]
-

+f‘;vr(0)xE[.._-‘:-.[_-‘.:.-: 2) {(_ ‘;")'Y}JI;HJJ )

=) cos(y} Nr(0)- r(x))+

ATy v E L l(— Ax(y- ) i Ay- J;)j .

) !;".:I‘r(?l:}E[:.:h,r_-‘.:.- : _-‘:-{ (- 2)(x- -;:}yj;“])yJ ds

A rEE | G AN Dyyy | de
! (29)

(28) va (29) tengliklardan foydalanib,

a | u(*{})

CX oy”

+yu, (xy)| =

\ _ J -A) x"y" - 1
+27(0)]. [“]”T(D}Tr(zml)r(ml}j" b

‘ B N (-2) (x- &)y
ArT ] A frOSLEES

T |yy]ds
' (30)

T[] =cos(yy)
tenglikni hosil qilamiz. - ekani hisobga olib, (30) tenglikni

:H:{ {“{5—\‘!})+qu (x, }} =/ Cos(y} )(?‘(D) ?‘(*{})

- 22000 °E Ly | C Ay -

+A7 Y :|1T(E}Er:.::-.r_-.<.: . {(- fl}xy";ny d&=-Ju,(x,y)
! (31)

u, (x, y)

ko‘rinishida topamiz. Demak, funksiyamiz ham (1) tenglamaning yechimi

ekan.



3) Endilikda u; (x,y) funksiyamiz (1) tenglamani ganoatlantirishini tekshiraylik.
Buning uchun (22) dan y bo‘yicha birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosila olaylik,

bunda uchun avval (15), so‘ngra (14) formulalardan foydalanamiz:

;:—F;u (x, y) =Cos (yy)(v(x) - (0))-

Ay DE | DG Dyyy] de

+/xyv(0)E (2202 302) { (- Axy' )y J

(32)
T“(* V) = ysin ()G - v(0))-
Ay O | G - Dy iy as-
APy O | € X Dy d +
+AVOXVE 6| A0 | +
+ 2y WO E | G A0y | (33)

(32) va (33) tengliklardan foydalanib,

cuL (x, v .
{ l(_‘ }}_'_Jf“':(x"}.l}:
v

Ay EE [N Dyyy] s+

+*';"-Yy]’(D)E[.._-‘:-.[_-*._-*.: _-‘:-{ (- ’;"}-fyj;]’yJ
ni hosil gilamiz va uning x bo‘yicha xususiy hosilasini (17) dan foydalanib,

- M+J’;Hi(.‘{1}’) == 2y7 [yy|((0)- (D) +
X oy

+£.-’y*i|(.»:— EW(HE, . {(— ANx- _;—')y";wJ ds-

4,32)



B jp"\xy :]’(D)Er:,s:-,r:,_-,a z) “_ ";")xyi;ny

_ sin()y)
j [J*’}-‘] = :
ko‘rinishda topamiz. - ry ekanligidan
< M +yu(x, y)| = Au(xy)
X oy~

(34)

4) (23)ning y bo‘yicha birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini (15) va (16)
formulalardan foydalanib quyidagi ko‘rinishda topamiz:

cu, (x,v)
Oy

o 20 900 -] i

cu, (x,y)

=y ||‘E [( x- Ny - ) y(}—s;)]f(h,s;)d “d)y -

'J’; :-(}" ’I!I)Er: 1h2.2,102) (- A)x- E)y- "IF)ELJ}(F_ | fCEn)dsdi+
‘.I‘.I o

+|JF (=, v )dx

i[w JI“ (1{'}.1)
Endilikda (17) dan foydalanib, < ifodani
LRGSR
X Cy
:_‘{ - Ax | |fy— WE, . __x:{(— A= Ey-n) A y- J})J fCE)dsdy| +
{
+ = [f (2, y)dx
X :

= ”||(‘v - DB ey [(- 2= EXy =) Ly - ff)j fCEamddsdn+ f(xy)=

=- f{u(x,y}+ f(»‘ﬁ}‘) (35)

ko‘rinishda topamiz. (27), (31), (34) va(35) ifodalarlardan ma’lumki, hagigatdan ham
(9) funksiya (1) tenglamaning umumiy yechimi ekan.
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