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KESIK KUBDA BITTA AKTIV IKKITA SUST QUVLOVCHI VA
BIR QOCHUVCHINING DIFFERENSIAL O‘YINI

Annotatsiya. Ushbu ishda kesik kub qirralari bo‘ylab harakatlanuvchi uch
quvlovchi va bir qochuvchining quvlash differensial o‘yinini o‘rganilgan.
Qochuvchining va bir quvlovchining maksimal tezligi P1=1 vao=1 ga, ikkinchi va
uchinchi quvlovchining maksimal tezligi esa 1/2<p,;<1 ga teng. Agar biror
quvlovchi va qochuvchining geometrik holatlari ustma-ust tushsa, qochuvchi
tutilgan  hisoblanadi. O‘yinchilarning kesik kub qirralaridagi ixtiyoriy
boshlang‘ich holatlari uchun qochuvchini tutish mumkinligi isbotlangan. Bundan
tashqari, quvlovchilar uchun tutish strategiyalari ham qurilgan.

Kalit so‘zlar: Kesik kub, differensial o‘yin, sust quvlovchi, qochuvchi,
strategiya, boshlang‘ich holat, geometrik holat.

Kymakas XoamypopxoH IllepmamaToBuu
AHIVKaHCKUU TOCYAAapPCTBEHHbIM YHUBEPCUTET JIOLIEHT.
ToxupxoHnosa Illoxcanam [IuimMypoj Kusu
AHIWKaHCKAU TOCYAapCTBEHHBIN YHUBEPCUTET CTYeHT

JUAPDPEPEHITUA/IBHAA UT'PA OJHOI'O AKTUBHOI'O, IBYX
MEJJTIEHHBIX ITPECJIEJOBATEJIEM 1 OJJHOT'O YEET'AIOIIIEI'O HA
YCEYEHHOM KYBE

AnuHomayus. B OaHHoll pabome ucciaedyemcsi ouggepeHyuanbHas uepa
npecned08aHusl Ha yceueHHoOM Kybe, 20e mpu npeciedoseames u 0OuH ybezaroujuti
nepemewaromcsi no pebpam yceueHHO20 Kyba. MakcumanbHble CKopocmu
ybezaiowe2o u 00HO20 npecnedogamens paeHbl P1=1 u 0=1, a makcumanbHble

CKOpoCcmu 68mopoeo u mpembe2o npeciedoeamesneli cocmaensom 1/2<p,;<1,



Cuumaemcs, umo ybeearowjuli noliMaH, ecau 2eomempuueckue noA0HCEeHUs
Kako2o-1ubo npecnedosamenss u ybezawowje2o coenadarom. JlokazaHo, umo
ybezarowje2o MOX}CHO nolimamb 0451 A100bIX HAUA/bHBIX NOAO}CEHUU U2POKO8 Ha
pebpax yceueHHo20 Kyba. Kpome mozo, nocmpoeHbl cmpameauu npecaedo8aHust
018 npecaedosamerell.

Knoueeble cnoea: YceuenHbili Kyb, ouggepeHyuanrbHas uepd, mMeoeHHbIl
npecaedogamenb,  ybeeamowuil,  cmpameeus,  HaudabHOe  NO/OJCEHUE,
2eoMempuueckoe nNoA0HCeHue.
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DIFFERENTIAL GAME OF ONE ACTIVE, TWO SLOW PURSUERS
AND ONE EVADER ON A TRUNCATED CUBE

Abstract. This work investigates a pursuit differential game on a truncated
cube, where three pursuers and one evader move along the edges of the truncated
cube. The maximum speeds of the evader and one pursuer are p;=1 and o=1,
respectively, and the maximum speeds of the second and third pursuers are
1/2<p,;<1. The evader is considered captured if the geometric positions of any
pursuer and the evader coincide. It is proven that the evader can be captured for
any initial positions of the players on the edges of the truncated cube.
Furthermore, pursuit strategies for the pursuers are constructed.

Keywords: Truncated cube, differential game, slow pursuer, evader,

strateqgy, initial position, geometric position.

1. Kirish
Differensial o‘yin tushunchasi amerikalik matematik Rufus Isaacs
tomonidan fanga kiritilgan. Uning “Differensial o‘yinlar” nomli kitobida u birinchi
bo‘lib differensial o‘yinlar tushunchasini kiritgan. Keyinchali boshqa matematiklar

tomonidan differensial o‘yinlarning bir nechta matematik asoslari ya’ni boshgacha



qilib aytganda matematik formarizatsiyasi yaratildi. Shulardan biri Lev Pontryagin
tomonidan yaratildi.

Differensial o‘yinlarning bir nechta formarizatsiyasi bor. Bulardan asosan
ikkitasini aytib o‘tishimiz mumkin. Shulardan biri Lev Pontryagin = tomonidan
taklif qilingan formarizatsiya. Differensial o‘yinlarda “Trayektoriya ganday
garaladi?” “Trayektoriya deb nimaga aytiladi?”, “Strategiya nima?” kabi
savollarga javob berish kerak bo‘ladi. Lev Pontryagin mana shu savollarga javob
berib, trayektoriyani aniqlab differensial o‘yinlarga formarizatsiya yaratgan. Lev
Pontryagin formarizatsiga ko‘ra, differensial o‘yin ikkita nuqtai nazardan
qaraladi: quvlovchi hamda gqochuvchi. Bundan tashqgari Lev Pontryagin nol cheksiz
oraligda qochib ketish masalari bo‘yicha ham juda ulkan natijalar olgan. Lev
Pontryagin quvlash masalari bo‘yicha ikkita ulkan metod yaratdi.

Hozirgacha bu metodlar Pontryaginning birinchi metodi va Pontryaginning
ikkinchi metodi deb yuritiladi. Differensial o‘yinlarnin ikkinchi formarizatsiyasi
Nikolay Krasovskiiga tegishli. Krasovskiy ilmiy maktabinin matematiklari
tomonidan Isaacs metodi to‘la asoslandi va u yerda zarur va yetarli shartlar
darajasiga ko‘tarildi. Chunki Isaacs tenglamasi umuman olganda yechimga ega
bo‘lmasligi yoki bitta yechimga ega bo‘lishi yoki cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘lishi mumkin.

Endi jahon matematikasiga
salmoqli hissa qo‘shgan, differensial
o‘yinlar bo‘yicha ulkan metodlar
yaratgan  matematiklarimi  bilan
tanishib chigamiz. Shulardan biri
No‘mon  Yunusovich Satimov.

Satimov  tomonidan differensial

o‘yinlar bo‘yicha wuchinchi metod

yaratilgan. Bundan tashqari No‘mon

Yunusovich Satimov O‘zbekistonga
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differensial o‘yinlar sohasini birinchi
2.2.1-rasm. K kesik kub.



bo‘lib olib kirgan matematik hisoblanadi. No‘mon Yunusovich Satimov tomonidan
nafaqat differensial o‘yinlar sohasida balki matematikaning boshga sohalarida ham
chuqur natijalar olingan.

Jahon matematikasiga salmoqli hissa qo‘shgan, differensial o‘yinlar
sohasida katta bir metod yaratgan navbatdagi matematigimiz O‘zbekiston Fanlar
Akademiyasi akademigi, fizika matematika fanlari doktori, O‘zbekiston
matematika jamiyatining raisi Abdulla Azamovdir. Bu matematik nafaqat
differensial o‘yinlar sohasida balki matematikaning barcha sohalarida ulkan
natijalar olgan. Differensial o‘yinlar sohasida katta bir metod yaratgan. Bu metod
Azamovning to‘rtinchi metodi deb yuritiladi.

Joriy ishda kesik kub K (2.3.1-rasm) girralari bo‘ylab quvlash differensial
o‘yinini o‘rganiladi. Barcha o‘yinchilar kesik kubning girralari bo‘ylab harakat
qgilishadi. Ixtiyoriy boshlang‘ich holatdan o‘yinni tugatish uchun quvlovchilarning
tezliklariga shart olingan. Bundan tashqari, quvlovchilar uchun tutish strategiyalari
ham qurilgan

2. Asosiy natija

Quyidagi

x=u, x,I0=x,,,i=1,2,3
yl:vl, : )y[(l)()J:yo, (1)

Tenglamalar bilan beriladigan uchta x;, X,,X; quvlovchilar va bitta y
gochuvchining differensial o‘yinini qaraymiz, bunda X;o, Yo € K, X;0#y,, i=1,2,3; u; —
i-quvlovchining, v esa qochuvchining boshgaruv parametri. Barcha o‘yinchilar
kesik kub K ning gqirralari bo‘ylab harakatlanadi, X;, X, X; quvlovchilarning
maksimal tezliklari, mos ravishda, p:, P,,P, larga, y qochuvchining maksimal
tezligi esa o ga teng, ya’ni |u;|<p;, i=1,2,3, |v|<o.

2.2.1-ta’rif. Agar ushbu

‘;X‘[OV):XI'O,

Xi:ul i
Koshi masalasining x| yechimi x/t|€ K, t>0, shartni qanoatlantirsa, u!*),
u;:& - Blp|, funksiya x,, i € {1,2,3], quvlovchining joiz boshqaruvi deyiladi.

2.2.2-ta’rif. Agar ushbu



y=v,yl0j=y,,
Koshi masalasining yl| yechimi ylt|€ K, t=0, shartni qanoatlantirsa, V||,
v:é - Blo| funksiya y gqochuvchining joiz boshqaruvi deyiladi.

Biz quvlash differensial o‘yinini qaraymiz. Bunday differensial o‘yinlarda
quvlovchilar biror strategiyalarni qo‘llaydi, qochuvchi esa ixtiyoriy joiz
boshqgaruvni qo‘llaydi. Endi quvlovchilarning strategiyalariga ta’rif beramiz.

2.2.3-ta’rif. Agar u=U|[t,x;,x,,x,y,v), i=1,23, funksiyalar va
gochuvchining ixtiyoriy v=vlt| joiz boshqaruvi uchun (1) Koshi masalasi yagona
x,t],x,t],x;[t], y[t| € K, t>0, yechimga ega bo‘Isa,

£,X1, X5, X3, Y, V] = Uj[t, X, Xy, X3, ¥,V i=1,2,3
funksiyalar mos ravishda x;, i=1,2,3, quvlovchilarning strategiyalari deyiladi.

2.2.4-ta’rif. Agar o‘yinchilarning ixtiyoriy boshlang‘ich holatlari uchun
quvlovchilarning shunday strategiyalari topilib, biror t>0va i€ (1,23} da
xt/=ylt] bo‘lsa, u holda quvlash tugadi yoki qochuvchi tutildi deb aytamiz.

Quvlovchilar mumkin gadar o‘yinni tez tugallashga harakat gilishadi.
Qochuvchi esa iloji boricha o‘yinda quvlash tugashini kechiktirishga harakat
qgiladi.

Masala quvlovchilarga quvlashni tugatishni kafolatlaydigan strategiyalar
qurishdan iborat.

2.2.1-teorema . Agar p,=1 va 1/2<p,;<1 bo‘Isa, u holda kesik tetraedr K
ning qirralari ustida qaralayotgan o ‘yinda quvlashni tugatish mumkin.

Isbot. Quvlovchilar geometrik holatlarini X;, X,,X; qochuvchi vaziyatini esa
Y bilan belgilaylik. Teoremani isbotlash uchun X;quvlovchining maksimal tezligi 1
ga X,,X; quvlovchilarning maksimal tezligi esa 1/2 teng bo‘lgan holni garashimiz
yetarli.X,va X, quvlovchilar A, uchda va X; quvlovchi esa D; uchda.

Endi quvlovchilarga gochuvchini tutish uchun strategiyalar quramiz. Dastlab X,va

X, quvlovchilarga strategiya quramiz. Ular mos ravishda A A,A,...A, va

D,D,D,...D, sakkiz burchaklarda soat strelkasi yonalishiga garama-qarshi va bir-

biriga simmetrik va mos ravishda A, - A, - A A, - As - Ag - A; 5 Ay Ayva



D,.D,.D,,D,,D;,Ds D, ,D; D, kabi harakat qilsin. Ma’lumki X,
quvlovchi D,D; kesmada harakatlanayotganda X, quvlovchi A,A; kesmada
harakatlanadi.

Agar quvlovchilar bu kesmalarda harakatlanyotgan vaqtda Y qochuvchi
D,C, D;GC; C,B, B,A, B,A;[bundan buyog’iga bu kesmalardan tashkil topgan
shaklini H ¢) deb belgilash kiritamiz va huddi shundek qolganlarini H¢) Hé) va Hé
) kabi belgilaymiz] kesmalardan birida qolib ketsa ma’lumki X, va X; quvlovchilar
biror vaqtda qochuvchini A;A; va D,D; kesmalardagi proyeksiyalarini tutadi va
X,=X,=Y" tenglamaga asosan harakat giladi va qochuvchini A,A;, D, va D,
nuqtalarga keltirmaydi yoki kelsa tutadi. Ko‘rinib turibdiki qochuvchi uchun
boshga yurgani yo‘l golmaydi va shu vagtdan boshlabX; qochuvchi tomon harakat

qilib uni tutadi.

2.2.2-rasm.



Xuddi shuningdek quvlovchilar mos ravishda A,As va D,D;; AsA; va DgD,,
AgA; va DyD, kesmalarda harakatlayotgan vaqtda yochuvchi mos ravishda H¢)
H¢) va Hé) shakllarda qolib ketsa tutilishini ko‘rsatish mumkin. Agar X, va X;
quvlovchilar A, A; va D,D,, A,A;va D, D, AgA; va DgD,, Az A, va Dy D, kesmalarda
harakatlayotgan vaqgtda yochuvchi mos ravishdaH ¢), H¢), Hé) va H ) shakllarda
qolib ketsamasa demak biror vaqtda D; yoki A; nuqtalarga kelishga majbur aks
xolda X, yoki X; quvlovchilar tomonidan tutuladi. Ma’lumki A; nuqta X,
quvlovchi tomonidan qo‘riglanayotgonli sababli qochuvchi D; dan o‘tishga
majbur. Qochuvchi D, nuqtaga kelgan vaqtda X, quvlovchi C,B,, C,B, C;B;va C,B,
kesmalar o‘rtasidan o‘tuvchi tekislikka nisbatan qochuvchiga simmetsik harakat
qilishni boshlaydi va qochuvchini shu tekislikka yaqginlashtirmaydi yoki tutadi. Shu
vaqgtdan boshlab X, quvlovchi harakatini o‘zgartiradi va Ds nuqtaga keladi va
harakatlanmay turadi. X; quvlovhi esa harakatini o‘zgartirmay ya’ni saot

strelkasiga qarama-qarshi ravishda harakat giladi.



Ma’lumki, X;

qUVIOVChi D2 D3, D4 D5,
Ay
D;D, va Dy D, A 7
B, 4 A B3 As

kesmalarda 4
harakatlanayotgan Ay 4
vaqtda qochuvchi H¢ % i
), H(), H) va HY) Cy G ™
shakllarda qolib "~ E

ketmasin aks holda

tutiladi  va  Ds D, X2 Dy
nugtadan o‘tishga 3
majbur bo‘ladi va X, Dy Y
quvlovchi tomonidan D, D,
tutiladi yoki X; tutadi. 99 A-rasm
Demak o‘yinni tugatish mumkin.
3. Xulosa
Kesik kub — Arximed jismlari turkumiga kiradi. Ushbu ish Arximed jismlari
qgirralari ustidagi differensial o‘yinlarga bag‘ishlangan ishdir. Maqolada qaralgan
masalada bitta aktiv, ikkita sust quvlovchi va bitta qochuvchi ishtirokidagi
differensial o’yin o’rganilgan. Agar biror quvlovchi va qochuvchining geometrik
holatlari ustma-ust tushsa, qochuvchi tutilgan hisoblanadi. O‘yinchilarning kesik
kub qirralaridagi ixtiyoriy boshlang‘ich holatlari uchun qochuvchini tutish
mumkinligi isbotlangan. Bundan tashqari, quvlovchilar uchun tutish strategiyalari
ham qurilgan.
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