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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ ПЯТОГО

ПОРЯДКА

Аннотация: В  статье  рассматривается  краевая  задача  для

неоднородного  дифференциального  уравнения  пятого  порядка  с  двумя

независимыми  переменными.  Доказана  единственность  решения  с

использованием метода интегралов энергии. Решение строится в виде ряда

по собственным функциям одномерной спектральной задачи.
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Abstract:  This  article  studies   boundary  value  problem  for  a
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1.Введение

Дифференциальные  уравнения  высоких  порядков,  возникающие  в

моделировании  различных  физических  процессов,  таких  как  колебания

упругих систем, процессы в вязкоупругих средах и динамика протяжённых

конструкций,  представляют  собой  важный  объект  исследования  в

современной математике. Особый интерес представляют краевые задачи для

уравнений  пятого  порядка,  поскольку  они  отражают  тонкие  особенности

распространения  волн,  внутреннего  трения,  а  также  вырождения  и

сингулярности коэффициентов в физических моделях[1,2].



В последние годы исследованию краевых задач для вырождающихся

уравнений  высокого  порядка  уделяется  значительное  внимание.  Были

разработаны  различные  методы  приведения  уравнений  к  каноническим

видам,  построения  фундаментальных  решений,  а  также  анализа  кратных

характеристик и особенностей решений в неограниченных и ограниченных

областях[3,4,5].

Ряд  работ  посвящён  построению  решений  с  учётом  наличия

сингулярных коэффициентов и младших членов, что усложняет классические

подходы и требует новых аналитических методов[6,7]. 

В настоящей работе рассматривается краевая задача для неоднородного

уравнения  пятого  порядка.  Основное  внимание  уделяется  построению

решений в явном виде и исследованию корректности задачи.В работах [8,9]

исследовались краевые задачи для однородного уравнения пятого порядка. В

данной статье мы исследуем краевую задачу для неоднородного уравнения.

2.Постановка задачи

В области   исследуем следующую

краевую задачу для уравнения 

                                            (1)

ЗадачаА.Найти решение уравнения(1)из класса  

 удовлетворяющее следующим краевым условиям:

                                                                       (2)

                  
(3)



                                         (4)

где  достаточно гладкая функция.

3.Единственность решения

Теорема 1. Если задача А имеет решение, то оно единственно.

Доказательство.  Предположим,  обратное.  Пусть задача А имеет два

решения u1 ( x , y ) и  u2 ( x , y ) . Тогда  функция    u

удовлетворяет  однородному  уравнению  (1)  с  однородными  краевыми

условиями. Докажем, что u ( x , y ) ≡0 в Ω. 

В области   справедливо следующее тождество:

(5) 

Интегрируя  тождество  (5)  по  области   и  учитывая   однородные

краевые условия, получим                                                   
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Из  этого  или  Из краевых условий имеем

 тогда  

Теорема 1 доказана.

4.Существование  решения

Решение задачи  А ищем в виде

      
(6)

Подставим (6) в уравнение (1), тогда получим задачу

                                                       
(7)  

где

                                               
 причём  справедлива оценка

                                                              
 Составим характеристическое уравнение   

                                     



где    
 

Перенумеруем  номера  корней   так  чтобы  было

 

Построим функцию Грина  в виде 

(8)

Функция Грина удовлетворяет следующим условиям :

                                                             (9)

В силу того, что задача (7) имеет единственное решение,
то функция Грина существует. 

Найдём  неизвестные  функции  .  Пусть  

тогда по свойству функции Грина при   имеем систему



(10)

Основной определитель  системы (10) имеет вид

Методом Крамера находим решение в виде

 

Теперь для определения  получим систему

(11)

Основной определитель системы (11) имеет вид



                         

Далее имеем определитель   полученный из   
заменой первого столбца на столбец свободных членов по 
правилу Крамера



 
                                     

 

                                     

Для оставшихся членов  мы получаем ту 
же оценку. Таким образом

                                   где М=const.



Теперь рассмотрим

     

т.к , то получим

                                                     

  

 ,

 

                               

Для оставшихся членов  получаем 
аналогичную оценку. Следовательно

                                        (12)

значит

                            
(13)

Мы доказали следующую теорему. 



Теорема 2 Для функции  при  справедливы 
оценки:

                                 
(14)

здесь

                                       
Итак решение задачи (7) имеет вид:

                                           
Справедлива теорема:

Теорема 3. Если выполнены следующие условия:

1)  

2)  

то ряд (6) будет решением задачи А.

Доказательство. Достаточно доказать возможность 
дважды по членного дифференцирования ряда (6) по 
переменной 𝑦.

Имеем

       (15)    



           

          

 значит

                                                       
отсюда

                                              

Теорема 3 доказана.

Заключение

В  данной  статье  исследована  краевая  задача  для
неоднородного  дифференциального  уравнения  пятого
порядка  с  двумя  независимыми  переменными.  Путём



применения  метода  интегралов  энергии  доказана
единственность решения поставленной задачи.

Решение  построено  в  виде  ряда  по  собственным
функциям  соответствующей  одномерной  спектральной
задачи. 
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