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APPLICATION OF BRANCHING PROCESSES TO GENETICS
Abstract. Branching processes, particularly the Galton-Watson models,
provide a powerful stochastic framework for analyzing the dynamics of genetic
populations, including allele spread, survival, and the effects of mutation. In this
paper, we will deepen the mathematical foundations of modeling genetic
variability by utilizing discrete and continuous-time branching models.
Specifically, we will examine the probability of survival, the change in allele
frequency, and steady-state conditions through the Gompertz equation and the
Kolmogoroff-Feller (or continuous-time branching) method.
Keywords: branching processes, population genetics, Galton—Watson
model, stochastic modeling, allele frequency, Gompertz equation.
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TARMOQLANISH JARAYONINI GENETIKAGA TADBIQI

Anneotatsiya. Tarmoqlanish jarayonlari, xususan Galton-Vatson modellari,
genetik populyatsiyalar dinamikasini, shu jumladan allel targalishi, omon qolish va
mutatsiya ta'sirini tahlil gilish uchun kuchli stokastik doirani taqdim etadi. Ushbu
madqolada, biz diskret va uzluksiz vaqtli tarmoglanish modellaridan foydalanib,
genetik o‘zgaruvchanlikni modellashtirishning matematik asoslarini
chuqurlashtiramiz. Xususan, biz omon qolish ehtimolligini, allel chastotasining
o‘zgarishini va turg‘unlik holatlarini Gompertz tenglamasi va Kuin-Gremmer usuli
orqali ko‘rib chigamiz.

Kalit so‘zlar: tarmoqlanish jarayonlari, populyatsiya genetika, Galton-

Vatson modeli, stoxastik modellashtirish, allel chastotasi, Gompertz tenglamasi.



Kirish. Populyatsiya genetikasida stoxastik jarayonlar muhim o‘rin tutadi.
Genetik materialning avlodlararo uzatilishi, ko‘payishi va mutatsiyaga uchrashi
ko‘pincha tasodifiy hodisalar majmui sifatida qaraladi. Diskret vaqtli Galton-
Vatson (G-W) tarmogqlanish modeli bu jarayonlarni modellashtirish uchun eng
klassik vositadir.

Adabiyotlar sharhi. O‘zbekistonda ehtimollar nazariyasi 20-asr 20-
yillaridan boshlab V.I.Romanovskiy tashabbusi va bevosita ishtiroki bilan
rivojlana  boshladi. T.A.Sarimsoqov, S.X. Sirojiddinov, T.A. Azlarov,
Sh.K.Farmonov, A.Abdushukurov, A.N. Nagayev, N.U. G‘ofurov, T.M. Zuparov
kabi olimlarning ehtimollar nazariyasiga oid tadgiqotlari muhim ahamiyatga ega.
Hozirgi kunda ehtimollar nazariyasi va matematik statistika matematikaning eng
taraqqiy etgan tarmoqlaridan biridir. Ushbu maqolada tarmoglanish jarayonini
genetikaga tadbigi bayon etilgan. Galton-Vatson modeli va genetik ma’nolari,
populyatsiya dinamikasi, uzluksiz vaqtli modelga o‘tish, fiksatsiya ehtimolligi,
mutatsiyalar ta'sirini baholash, populyatsiya hajmining asimptotik boshqarilishi
hamda amaliy qo‘llanilishi ko‘rib chiqilgan.

Tahlil va natijalar. Galton-Vatson modeli va genetik ma'nolar. "-chi

avloddagi individlar soni 21 bilan belgilanadi. Har bir individ mustagqil ravishda X

. . . . [ . . . . Y =l = 1,
ta nasl qoldiradi, bunda X, tasodifiy o‘zgaruvchilarning tagsimoti P(X =r) =p,
orqali beriladi.

£
z.,=YX
=
m =E[X]=)kp,
Nasllanish sonining kutilgan giymati (o‘rtacha) k= deb belgilanadi.
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Figure 1: Population dynamics (left) and allele frequency over time (right).



Initial Population Size | Mutation Rate () | Probability of

Extinction

! 10 . 0.0 |
20 0.02 0.35
50 0.05 | 0.82

Bu rasmda 1-rasm: Populyatsiya dinamikasi (chapda) va vaqt o‘tishi bilan allel
chastotasi (o‘ngda) keltirilgan bo‘lib, stokastik tarmoglanish jarayonlari orqali
genetik populyatsiyalarning ganday o‘zgarishini ko‘rsatadi. [1-4]

1. Populyatsiya dinamikasi (Chapdagi Grafik)

Bu grafik avlodlar soni (Generations) o‘tishi bilan populyatsiya hajmining
ganday o‘zgarishini ko‘rsatadi. [3]

O‘sish (Growth - Moviy chiziq): Populyatsiya hajmi doimiy ravishda ortib
boradi. Bu, har bir individ o‘rtacha bir nechta nasldan ko‘proq qoldirgan (ya'ni,
m>1 bo‘lgan superkritik tarmoglanish jarayoni) vaziyatni ifodalaydi.

Pasayish (Decline - Sariq chiziq): Populyatsiya dastlab o‘sishi mumkin,
ammo keyinchalik kamayib, yo‘q bo‘lib ketishga (extinction) moyil bo‘ladi yoki
cheklangan o‘sishni ko‘rsatadi.

Yo‘q bo‘lib ketish (Extinction - Kulrang chiziq): Populyatsiya hajmi
tezda nolga tushadi. Bu, har bir individ o‘rtacha bir yoki undan kamroq nasl
qoldirgan (ya'ni, M <l bo‘lgan subkritik yoki kritik tarmoglanish jarayoni)
vaziyatni anglatadi.

2. Vaqt o‘tishi bilan allel chastotasi (O‘ngdagi grafik)

Bu grafik ma'lum bir allel chastotasining avlodlar davomida ganday
o‘zgarishini ko‘rsatadi. Bu odatda neytral evolyutsiya yoki seleksiya ta'sirida sodir
bo‘ladi.

Fiksatsiya (Fixation - Yashil chiziq): Allel chastotasi 1.0 ga yaqginlashadi. Bu
allel butun populyatsiyada o‘rnashib olganini (fiksatsiyalanganini) bildiradi, ya'ni
barcha individlar shu allelga ega.

Yo‘qolish (Loss - Qizil chiziq): Allel chastotasi 0 ga yaqginlashadi. Bu allel
populyatsiyadan yo‘qolib ketganini bildiradi.

Jadvalga izoh:



Jadvalda ko‘rsatilgan qiymatlar turli boshlang‘ich populyatsiya hajmi va
mutatsiya darajalarida, populyatsiyaning yo‘q bo‘lib ketish ehtimolligi ganday
o‘zgarishini ko‘rsatadi. Mutatsiya darajasi (#) oshgani sayin, populyatsiya yo‘q
bo‘lib ketish ehtimolligi ham ortib boradi (masalan, boshlang‘ich 10 individda 0.01
mutatsiya bilan ehtimollik 0.02, 50 individda 0.05 mutatsiya bilan ehtimollik 0.82
ga teng). Bu shuni ko‘rsatadiki, mutatsiya ko‘proq bo‘lsa, populyatsiyaning
barqgarorligi kamayadi.

Omon qolish ehtimolligi ()

Populyatsiyaning yo‘qolib ketish ehtimolligi 9 quyidagi funksional

tenglama yordamida aniqlanadi:
q =G(q) :Z pq

G(s) =1

Bu yerda X ning hosil qiluvchi funksiyasi. Agar M =1 bo‘lsa, 9

yechimi har doim mavjud, va bu yo‘qolib ketishni bildiradi. Agar m>1 bo‘lIsa,
9<1 po‘lgan yagona yechim mavjud bo‘lib, u populyatsiya omon qolish
ehtimolligini beradi.

Uzluksiz vaqtli modelga o‘tish (Kuin-Gremmer yondashuvi)

Genetik jarayonlar ko‘pincha uzluksiz vagtda sodir bo‘ladi. Uzluksiz vaqtli
tarmoglanish jarayonlari (masalan, Kollomogorov--Feller modeli) differensial
tenglamalar orqali tasvirlanadi. Agar nasllanish darajasi 4 bo‘lsa, jarayonni

boshgaruvchi generator funksiyasi Q(s) bo‘ladi:

2] _q ez

i

Genetika kontekstida, Q@ (1) =4~ (ko‘payish tezligi 4, o‘lish tezligi ). Agar
4> bo‘lsa, populyatsiya o‘sadi.
Natijalar: Allellar chastotasining evolyutsiyasi

Agar biz bir genetik lokusni va ikkita allelni (masalan, A va 4) ko‘rib
chigsak, P» ni n-chi avloddagi A allelining chastotasi deb olaylik. Neytral

evolyutsiya (seleksiya yo‘q) sharoitida, {p.} tasodifiy yurish xususiyatiga ega
bo‘ladi.



Fiksatsiya ehtimolligi:
Moran yoki Wright-Fisher modellarida, N hajmli populyatsiyada A

allelining fiksatsiya ehtimolligi (ya'ni P =1 ga yetishi) P boshlang‘ich chastotasi
bilan beriladi:

= @ 2 5p,

Pt'nh(ija[jcun]:]]
- -

Bu yerda S — seleksiya koeffitsiyenti. Agar s =0 (neytral evolyutsiya),

Jenezining fiksatsiya ehtimolligi P ga teng:

l-em 2sp p,
lim = =1
0 l-e” 2sNON

Neytral holatda fiksatsiya ehtimolligi shunchaki boshlang‘ich chastota, ya'ni

Po dir,

Mutatsiyalar ta'sirini baholash (Skeptik Holat)

Mutatsiyalar jarayonini qo‘shganda, biz Pr tagsimotiga mutatsiya

Zy individ bo‘lsa, har bir

ehtimolligi # ni kiritamiz. Agar har bir avlodda
individning mutatsiya qilish ehtimolligi “ bo‘lsa, bu tasodifiy yurishga
go‘shimcha shovqin (noise) qo‘shadi.

Tasodifiy yurishning o‘zgarishi uchun kutilgan kvadrat og‘ish (variance)

muhimdir. Agar *+ = ¥ (Z.) bo‘lsa, diskret vaqtda:
V., =m'V +c E[Z ]

Bu yerda ¢ =Va(X) Agar m=l (kritik holat) bo‘lsa, "» liniy ravishda
o‘sadi, bu populyatsiya hajmi barqarorligini buzadi.

Populyatsiya hajmining asimptotik boshqarilishi (Gompertz tenglamasi)

Superkritik (m>1) holatda, populyatsiya o‘sadi. Gompertz o‘sish modeli
ko‘pincha biologik populyatsiyalarni tasvirlaydi, lekin G-W modelining asimptotik

xatti-harakatini tahlil gilishda {z,}

ning logarifmik o‘sish tezligi muhimdir.
Katta " uchun, agar M >1 bo‘lsa, Zy quyidagi kabi o‘sadi:

Z ~com Z



Bu yerda S tasodifiy o‘zgaruvchi bo‘lib, uning logarifmi ™ ga bog‘liq.
Asimptotik o‘sish qonuni quyidagicha aniglanadi:

log Z,

lim

oo

=logm

Bu % ning eksponensial o‘sishini ko‘rsatadi, bu populyatsiyaning cheksiz
o‘sish tendensiyasini bildiradi, agar resurslar cheklanmasa. [3-5]
Xulosa
Matematik tarmogqlanish jarayonlari genetik dinamikani tushunish uchun
asos bo‘lib xizmat qiladi. Galton-Vatson modeli yordamida omon qolish
ehtimolligini aniglash, uzluksiz vaqtli modellarda sekin evolyutsion o‘zgarishlarni
(seleksiya va mutatsiya ta'sirida) tahlil qilish mumkin. Kelajakdagi tadgiqotlar
heterojenlik va fazoviy (spatial) tarmoqlanish modellarini o‘rganishga qaratilishi
kerak.
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