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Постановка задачи .

Пусть  конечная односвязная область плоскости ,  ограниченная при

 нормальной кривой  с концами в точках  и
а при  характеристиками  и   уравнения

                                                            
(1)

где m положительная  постоянная. 

Обозначим через   и   части области,    лежащие соответственно в

полуплоскостях   и   а через   и   точку пересечения характеристик

 и  с  характеристиками уравнения (1), выходящих из точки,  где 

некоторое число, принадлежащее интервалу  оси .

С. Геллерстедта [1, с.186, с.201] для уравнения (1)  Ф.Трикоми   исследовал

задачи,  при  постановке  которых  в  гиперболической  части  области   значения

искомого решения задаются на двух кусках характеристик разного семейства  и

 или   и  .  При  этом  в  эллиптической  части  области  граничные

значения задаются на нормальной кривой .

Задача,  рассматриваемая  в  настоящей  работе,  отличается  от  задачи

Геллерстедта  тем,  что  для  неё  значения  искомого  решения  задаются  на

характеристиках одного семейства, т.е. на граничной характеристике  

и параллельной ей внутренней характеристике . 

Задача  .  Требуется  найти  в  области   функцию  ,

удовлетворяющую следующим условиям:

1)   принадлежит  классу   и  в   области    удовлетворяет

уравнению (1.1.1);

2)  является в области  обобщённым решением класса ;

3) на интервале вырождения   имеет место условие сопряжения



                    (2)

причём эти  пределы при  ,   могут  иметь  особенность  порядка  ниже

единицы;

4) для любых  выполняются условия

                                         (3)

                                    (4)

                                   (5) 

где - заданные функции, причём 

 где   

Заметим, что условие (3) являeтся условием Дирихле, заданным на кривой 

а условия (4) и (5)- это соответственно условия Геллерстедта заданное на граничной

характеристике ,  и  на внутренней характеристике  . При  или  из

задачи  следует задача Трикоми [1,c.128].

2.  Единственность  решения  задачи  .  Из  формулы  Дарбу,  дающая  в

области  для уравнения (1) решение  задачи Коши с начальными данными

из краевых условий (4) и (5) получим

                            (6)

и

                                (7)



соответственно  
где,   и   операторы  дифференцирования  дробного

порядка[5],            
 

                               

  , 

Равенства  (6)  и  (7)  являются  первыми функциональными соотношениями  между

неизвестными  функциями   и  ,  привнесёнными  соответственно  на

интервалы  и  оси  из области 

Для  задачи   аналогом  принципа  экстремума  А.В.Бицадзе  [6, c.301]

является

Теорема  1.1 Решение  задачи   при  выполнении  условий

 своего  наибольшего  положительного  значения  (НПЗ)  или

наименьшего  отрицательного  значения  (НОЗ)  в  замкнутой  области  может

принимать только в точках нормальной кривой .

Доказательство теоремы проводиться методом работы два [2]:

3. Существование решения задачи 

Теорема 1.2  Задача  однозначно разрешима.

Хорошо  известное  соотношение   между  неизвестными  функциями   и

 привнесённое на  из области  [4, c.113]

              (8)    



где

Отметим, что соотношения (8) справедлива для всего промежутка 

Применяя,  операторы   и   к  соотношению  (8),  стандартными

вычислениями  и  выделив  интегралы  с  сингулярной  осбенностью  получаем

следующее систему уравнений относительно неизвестных  функций  и .

                                (9)

            (10)

где ,   

регулярные операторы, известные функции.

Таким  образом,  задача   равносильным образом   сведена  к  решению

системы сингулярных интегральных уравнений (9) и (10).

Заметим, что уравнения (9) и (10) являются неклассическими сингулярными

интегральными уравнениями Трикоми, так как они имеют две особенности:

1) "несингулярные" части ядер уравнений  имеют некарлемановские сдвиги

 и  в (9) и  и  в (10);

2) интегральные операторы правых частей уравнений (9) и (10) не является

регулярными, поскольку при    в (9) и при    в (10) ядра этих



операторов  имеют  изолированные  особенности  первого  порядка  (и  поэтому  они

выделены отдельно) [7,8].

Временно считая правые части уравнений (9) и (10) известными функциями,

запишем  их в виде

   (11)

  (12)

где

              (13)

     (14)

Применяя к каждому уравнению (11) и (12) метод регуляризации Карлемана,

развитой С.Г. Михлиным [9,10], соответственно получим решения

(15)

(16)

Теперь  в  (15)  заменив  на ,  а  в  (16)  сделав  замену  переменного

интегрирования  и введя обозначение  соответственно получим

                             (17)

               (18)

где

         (19)



регулярные операторы, а  известные функции.

Таким  образом,  уравнение  (17)  совместно  с  уравнением  (18)  составляют

систему интегральных уравнений относительно неизвестных функций  и 

с сингулярной особенностью в ядре.

Характерной особенностью уравнения  (17)  является,  то  что  оно  разрешено

относительно , что позволяет из (20) исключить . Выражение для  

из (17) подставляя в (18), имеем [7,8]

                            (20)

где

                                 (21)

регулярный оператор.

В (21) сделав замену , имеем

где

                          (22)

                      (23)

оценим сначала  В силу (19) имеем

Согласно последним неравенствам из (23) получим



следовательно  регулярное ядро.

Таким  образом,  на  основании  последнего  утверждения  уравнение  (20)

преобразуем к виду

                             (24)

 где регулярный оператор.

Вычислим теперь интеграл (22)

где . Отсюда в силу (19) получим, что

Тогда, воспользовавшись  интегралом Эйлера [11, c.161]

получаем

                 (25)

Поэтому вследствие представления (25) уравнение (24) запишется в виде 

            (26)

где

.

В  уравнении  (26)  сделаем  замену  переменных  ,  и

введём обозначения , ,



Тогда уравнение (26) запишется в виде [7,8]

                         (27)

Уравнение (27) является интегральным уравнением Винера-Хопфа [12, c.55].

Функция  имеет показательный порядок убывания на бесконечности  причём

 Следовательно, [12, c.12]

Теоремы Фредгольма для интегральных уравнений типа свёртки применимы

лишь в одном частном случае, когда индекс этих уравнений равен нулю [12, c.46].

Индекс уравнения  (27)  совпадает  с  индексом  выражения  взятым  с

обратным знаком, т.е.  [12, c.56] где

С учётом четности функции  и формулы [13, c.518]

нетрудно убедиться в том, что

Так как  то 

Следовательно,  уравнение  (27)  однозначно  редуцируется  к  интегральному

уравнению  Фредгольма  второго  рода  [12,  c.46],  однозначная   разрешимость

которого  следует  из  единственности  решения  задачи  .  Отсюда  следует

однозначна разрешимость задачи . Теорема 2 доказана.
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