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UCHINCHI TARTIBLI BITTA SINGULYAR KOEFFITSIYENTGA EGA

BO‘LGAN DIFFERENSIAL TENGLAMA UCHUN CHEGARAVIY

MASALA 

Annotatsiya:  Ushbu  maqolada  uchinchi  tartibli  bitta  singulyar

koeffitsiyentga  ega  bo‘lgan  xususiy  hosilali  differensial  tenglama uchun to‘g‘ri

to‘rtburchak sohada bir chegaraviy masala yechimining yagonaligi va mavjudligi

haqidagi teoremalar isbotlangan.
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Аннотация: В  данной  статье  в  прямоугольной  области  доказаны

теоремы о единственности и существовании решения одной краевой задачи
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для дифференциального уравнения в частных производных третьего порядка

с одним сингулярным коэффициентом.
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Kirish

Ma’lumki,  yuqori  tartibli  singulyar  koeffitsiyentli  tenglamalar  uchun

chegaraviy  masalalar  nazariyasi  zamonaviy   differensial  tenglamalar

nazariyasining tez rivojlanayotgan bo‘limlaridan biri hisoblanadi. Uchinchi tartibli

singulyar koeffitsiyentli tenglamalar uchun qo‘yilgan masalalar  asosan simmetrik

va  maxsus  xususiyatga  ega  bo‘lgan  (singulyar)  o‘tkazuvchan  muhitlarda

to‘lqinlarning  tarqalishi  va  muvozanat  holatini  o‘rganish  uchun  xizmat  qiladi.

Dispersiv muhitda kichik, ammo chekli amplitudali to‘lqinlarni o‘rganish uchun

ko‘pincha model sifatida Kortevega-de Vries tenglamasidan foydalaniladi:

Chiziqli  holatda  bunday  tenglamalar  nazariyasini  L.Cattabriga  [1],

T.D.Djurayev [2] va uning shogirdlari tomonidan o‘rganilgan va rivojlantirilgan.

Bu  karrali  xarakteristikali  tenglamalarning  boshqa  sinflari  bo‘yicha  tadqiqotlar
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boshlanishiga turtki  bo‘ldi.  Natijada vaqt  bo‘yicha ikkinchi  tartibli  hosilani  o‘z

ichiga  olgan  karrali  xarakteristikali  tenglamalar  ustida  tadqiqotlar  boshlandi  va

davom  etmoqda.  Karrali  xarakteristikali  uchinchi  tartibli  tenglama  bo‘yicha

birinchi natijalar H.Blok, E.Del Vecchio ishlarida olingan. L.Catabriga ikki karrali

xosmas  integral  koʻrinishida   tenglama  uchun  fundamental

yechimini  qurgan,  potentsial  xossalarini  oʻrgangan  va  tegishli  chegaraviy

masalalarni yechish bilan shug‘ullangan.

I. Masalaning qo‘yilishi

Mazkur ishda 
 
sohada ushbu 

                                         (1)

tenglamani qaraylik, bu yerda , , ,  – doimiy haqiqiy son.

 Ushbu (1) tenglama  sohada uchinchi tartibli xususiy hosilali, singulyar

koeffitsiyentli, chiziqli,  karrali xarakteristikaga ega tenglama hisoblanadi.

(1)  tenglama   uchun   sohada  quyidagi  masalani  qo‘yamiz  va  tadqiq

qilamiz: 

-masala.   sohada (1) tenglamaning

 

sinfga tegishli bo‘lgan hamda quyidagi 

                                        (2)

               (3)

chegaraviy  shartlarni  qanoatlantiruvchi  yechimini  topilsin,  bu  yerda

 –  berilgan funksiyalar.

Agar -masalada  bo‘lsa, [3] ishda o‘rganilgan masala kelib chiqadi.

Bu masalaga o‘xshash masalar esa [4], [5] ishlarda o‘rganilgan.

II. Masala yechimining yagonaligi

1-teorema. Agar  masalaning yechimi mavjud bo‘lib,  

bo‘lsa, u holda u yagonadir.
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Isbot. Faraz qilaylik,  masala ikkita  va  yechimlarga ega

bo‘lsin.  U  holda   funksiya  bir  jinsli  -masalaning

yechimi bo‘ladi.  sohada  ekanligini isbotlaymiz. 

(1) tenglamaning har ikkala tomonini  ga ko‘paytiramiz. Natijada

quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:

Oxirgi ifodani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

              (4)

(4) ifodani D soha bo‘yicha integrallaymiz va Grin formulasini [6] qo‘llab,

quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz:

.

Bir jinsli chegaraviy shartlarni inobatga oladigan bo‘lsak, quyidagi  

         (5)

tenglikka ega bo‘lamiz. (5) tenglikda agar

  bo‘lsa,  bo‘ladi. Bundan esa  hosil bo‘ladi.

Bu yerdan  deb olsak,  chegaraviy shartga asosan 

bo‘ladi. Demak, , .

  bo‘lsa (5) ning uchinchi hadidan ,  kelib chiqadi.

Teorema isbotlandi.

III. Masala yechimining mavjudligi 
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2-teorema.   Agar  quyidagi   

 shartlar bajarilsa  masala yechimga ega.

Isbot.  masala yechimini quyidagi 

                                     (6)

ko‘rinishda qidiramiz.

(6)  ni  (1)  tenglamaga  qo‘yamiz  va  ,   funksiyalarga  nisbatan

quyidagi    oddiy  differensial

tenglamalarni hosil qilamiz.

(2) shartni inobatga oladigan bo‘lsak, quyidagi 

                                     (7) 

   0 0, 0Y Y q                                                   (8)

spektral masalani hosil qilamiz, bu yerda – ajratish koeffitsiyenti.

Endi  {(7),  (8)} masalaning  noldan  farqli  yechimi  mavjud  bo‘ladigan  

parametrning  qiymatlarini  topish  bilan  shug‘ullanamiz.  Buning  uchun  

parametrning uchta holini ko‘rib chiqamiz.

Faraz  qilaylik,   bo‘lsin.  U  holda  (7)  tenglamada

 almashtirish bajaramiz va natijada quyidagi 

                        (9)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda . 

(9)  tenglamaning  umumiy  yechimi   ko‘rinishida

ekanligi   [7],  [8] adabiyotlarda ko‘rsatib o‘tilgan,  bu yerda  va   – ixtiyoriy

o‘zgarmaslar.  va  lar esa mos holda  – tartibli Infeld va Makdonald

funksiyalaridir.
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Qilingan almashtirishdan foydalanib,   o‘zgaruvchiga qaytadigan bo‘lsak

(7) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

              (10)

(10) yechimni (8) chegaraviy shartlarga bo‘ysindiramiz va  hamda  ga 

nisbatan quyidagi 

tenglamalar  sistemasini  hosil  qilamiz.  Bu sistemani yechib   ekanligiga

ishonch hosil qilish mumkin. Demak,  da {(7), (8)}  masalaning noldan farqli

yechimi mavjud emas. 

 da {(7), (8)} masala quyidagi ko‘rinishga ega:

 Oxirgi  tenglamaning  umumiy yechimi   

ko‘rinishida aniqlanadi. Bu funksiyani (8)  shartlarga bo‘ysundiramiz va  da

{(7), (8)} masalaning noldan farqli yechimi mavjud emasligiga ishonch hosil qilish

mumkin.

Faraz qilaylik   bo‘lsin. U holda   

almashtirish  bajarish natijasida quyidagiga ega bo‘lamiz:

                            (11)

bu  yerda,  .  (11)  tenglamaning  umumiy  yechimidan  va  kiritilgan

almashtirishlardan foydalanib (7) tenglamaning umumiy yechimi

 

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda  – indeksli birinchi tur Bessel funksiyasi. 

Bu umumiy yechimni (8) shartlarga bo‘ysundiramiz:
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Birinchi  tenglikdan   ekanligi  kelib  chiqadi.  Ikkinchi  tenglikdan  esa

 tenglamani  hosil  qilamiz.  Bu  tenglamaning  musbat  ildizlarini

 deb  belgilab,  -parametrning  qiymatlarini,  ya’ni  masalaning  xos

qiymatlarini ,   ko‘rinishida  topamiz. 

Bu xos  qiymatlarga  mos keluvchi  {(7),  (8)}masalaning  xos  funksiyalari

 ko‘rinishda  aniqlanadi.  Bu  funksiyalar  sistemasini

normallashtirib quyidagiga ega bo‘lamiz:

                          (12)

[8] adabiyotdagi ma’lumotlarga muvofiq (12) funksiyalar sistemasi 

fazosida  vazn bilan to‘la ortonormal sistemani tashkil qiladi.

Qo‘yilgan  masalaning   o‘zgaruvchiga  mos  keladigan  qismi [4]  ishda

o‘rganilgan.  2-teoremaning  va  bu  tadqiqotning  natijasi  hamda  (12)  formulaga

asosan  -masalaning yechimi 

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda  
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