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Amnnotatsiya: Ushbu magqolada bir o* Ichamli bir jinsli bo* Imagan tor tebranish (to* lgin) tenglamasi uchun integral shartli
teskari masala o* rganilgan. Masalada ikki noma’lum funksiya yechim va o* ng tomondagi fagat vaqtga bog* liq manba funksiyasi -
birgalikda aniglanishi talab gilinadi; ular xarakteristik chiziglar bilan chegaralangan sohada giperbolik tenglama, boshlang* ich shart,
nolokal integral shart hamda xarakteristika bo‘ ylab berilgan qo‘ shimcha shart orqali izlanadi. Yechimni qurishda Dalamber
formulasidan foydalanilib, noma’lum boshlang® ich funksiya ikkinchi tur Volterra integral tenglamasiga keltiriladi, manba funksiyasi
esa ketma-ket differensiallash orqali topiladi. Berilgan ma’lumotlar orasidagi moslik shartlari aniglanib, ular asosida masala
yechimining mavjudligi va yagonaligi isbotlangan hamda noma’lum funksiyalarning oshkor analitik ifodalari olingan. Nazariy
natijalar ko* phadli va trigonometrik ma’lumotlar bilan berilgan aniq misollar hamda grafiklar yordamida tasdiglangan. Olingan
natijalar matematik fizikaning teskari masalalari nazariyasini rivojlantirishda va tebranish jarayonlarini modellashtirishda muhim
ahamiyatga ega.

Kalit so® zlar: to* lqin tenglamasi, teskari masala, qo* shimcha shart, Dalamber formulasi, mavjudlik va yagonalik, bir jinsli
bolmagan tenglama.

OBPATHASI 3AAAYA AAs1 YPABHEHUSI KOAEBAHUV CTPYHBI C UHTETPA 1bHBIM YCAOBUEM

Annomavus: B darnoii cmamuve uccaedyemcs 00pamnas 3a0a4a ¢ UHMezparbHulM YcAoguem Al 00HOMEPHO20 HEOOHOPOOHO020
ypasHenus Korebanuii cmpytuvl (604106020 ypasnerus). B sadaue mpebyemcs cosmecmio onpederumdv dée Heussecmmvle GyHKUUU
peuienue U 3SAGUCSULUE THOALKO OM 6peMeHu UCMOYHUK 6 Npaeoli HACMu; OHU HAXOOSAMCS 6 O00AACMU, 02PAHUYEHHOU
XAPAKMEPUCTHUMECKUMU AUHUSMU, U3 2UNepOOAUMEcK020 YPpaGHEHUSl, HAAADHOZ0 YCAOSUS, HEAOKAALHOZ0 UHIMEZPAALHOZO YCAOSUS,
a maxxe 0ONOAHUMEADHOZ0 YCAOGUS, 340aHH020 600Ab Xapaxmepucmuxu. Ilpu nocmpoenuu peuienus ucnoAvyemcs. Popmyra
Aarambepa, neussecmuas HAUAALHASL PYHKUUSL C600UMCS K UNMeZPAAbHOMY YpasHenuto Boavmeppa smopozo poda, a Pyrxyus
UCOUHUKA HAXOOUMCS NOCAedosamerbHuim Juddepertuposariuem. Onpederervl YCAOSUSL COZAACOBAHUS UCXOOHVIX OAHHDIX, HA
ocHose KOmMopuiX 00KASANBL CYULECTNE06aAHUe U eOUHCHIBEHHOCIND Peulen sl U NOAYHeHbl A6Hble AHAAUMUYECKUE GbIpAXeHUs OAs
neussecmuvix ¢ynxuui. Teopemuueckue pesyrvmamuvl nodmsepxdervl KOHKPEMHOIMU NPUMEPAMU C NOAUHOMUAADHBIMU U
mpuzoHoMempuieckumu dannomu U paduxamu. Tloayuentvie pesyrvmamuvt 6axHbl OAS pas6umMus meopui o0pamHuvix 3a0a4
MAMEMAMUUECKOU PUSUKYU U MOOCAUPOSAHUS KOACOANEADHDIX NPOLECCOE.

Katroueevte caoea: 6ortosoe ypasHeriue, 00pammas 3a0a4a, JONOAHUMEAbHOE YcAosue, popmyra Jarambepa, cyuecmeosarue
U eOUHCMEEHHOCMY, HE0OHOpPOOHOe YpasHeHue.

AN INVERSE PROBLEM FOR THE STRING VIBRATION EQUATION WITH AN INTEGRAL CONDITION

Abstract: This paper studies an inverse problem with an integral condition for the one-dimensional inhomogeneous string
vibration (wave) equation. The problem requires the simultaneous determination of two unknown functions the solution and a time-
dependent source term on the right-hand side; they are sought in a domain bounded by characteristic lines from a hyperbolic equation,
an initial condition, a nonlocal integral condition, and an additional condition prescribed along a characteristic. The solution is
constructed using d’Alembert’s formula, the unknown initial function is reduced to a Volterra integral equation of the second kind, and
the source function is found by successive differentiation. Compatibility conditions for the given data are established, on the basis of
which the existence and uniqueness of the solution are proved and explicit analytical expressions for the unknown functions are
obtained. The theoretical results are confirmed by concrete examples with polynomial and trigonometric data and by graphs. The



NamDU Ilmiy Axborotnomasi 2026-9-son 01.00.00-Fizika-Matematika fanlari
obtained results are important for the development of the theory of inverse problems of mathematical physics and for modeling vibration
processes.

Keywords: wave equation, inverse problem, additional condition, A’dlembert formula, existence and uniqueness,
inhomogeneous equation.

Kirish

Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalar nazariyasi bugungi kunda matematik fizikaning
eng jadal rivojlanayotgan yo‘ nalishlaridan biri hisoblanadi [1], [2]. To'g'ri (klassik) masalalarda tenglamaning
koeffitsiyentlari, manba funksiyasi hamda boshlang’ ich va chegaraviy shartlar oldindan ma’lum bo‘ lib, jarayonning
kechishi izlanadi. Teskari masalalarda esa, aksincha, jarayonni yuzaga keltiruvchi noma’lum omillar-manba funksiyasi,
tenglama koeffitsiyentlari yoki chegaraviy rejim-jarayon haqidagi bilvosita (qo‘ shimcha) o' Ichov ma’lumotlari asosida
tiklanadi [4], [5]. Aynan shu xususiyat teskari masalalarni amaliy jihatdan nihoyatda dolzarb qgiladi: ko’ pgina real
masalalarda tashqi ta’sir yoki manbani bevosita o‘Ichash imkoni bo‘Imaydi va uni faqat kuzatuv natijalari orqali
baholashga to g’ ri keladi.

To' Igin (giperbolik) tenglamalar uchun teskari masalalar bu boradagi eng muhim sinflardan biridir. Bunday
masalalar akustika va tebranishlar nazariyasida noma’lum tovush manbasini aniqlashda, seysmik qidiruv hamda
geofizikada yer osti tuzilmalarini o rganishda, elastiklik nazariyasi va konstruksiyalar diagnostikasida, nurlanmas
(nondestruktiv) nazorat, tibbiy ultratovush tomografiyasi va signallarni qayta ishlashda keng qo‘ llaniladi [4], [5]. Bu
masalalarning umumiy mohiyati - kuzatilayotgan tebranish maydoni bo* yicha uni yuzaga keltirgan noma’lum manba yoki
tashqi ta’sirni tiklashdan iborat bo‘ lib, aynan shu jihat mavzuning amaliy ahamiyatini belgilaydi.

Teskari masalalar, qoida tariqasida, nokorrekt (ill-posed) masalalar sinfiga kiradi; shuning uchun ularning yechimi
mavjudligi, yagonaligi va barqarorligi masalalari alohida qat’iylik talab giladi [1], [2]. Yechimning yagonaligini ta'minlash
magsadida masalaga qo‘ shimcha (ortiqcha aniglovchi) shart kiritiladi. Amaliyotda o' Ichov natijalari ko' pincha nuqtaviy
emas, balki o rtacha (integral) kattaliklar ko' rinishida qayd etilgani sababli, qo‘ shimcha shartni integral ko' rinishda
berish tabiiy va amaliy jihatdan asoslangan yondashuv hisoblanadi. So‘ nggi yillarda giperbolik tenglamalar uchun integral
va nolokal shartli teskari masalalar bir qator mualliflar tomonidan faol o rganilmoqda [10], [11], [12]. Shu bilan birga,
manba funksiyasi faqat vaqt o zgaruvchisiga bog' liq bo‘ Igan va soha xarakteristik chiziglar bilan chegaralangan holatda
yechimni Dalamber formulasi asosida oshkor ko’ rinishda qurish masalasi hozircha yetarlicha o‘ rganilmagan.

Mazkur ishda o' ng tomonida fagat vaqt o zgaruvchisiga bog' liq noma’lum funksiya qatnashgan bir o* Ichamli bir
jinsli bo’ Imagan to‘lgin tenglamasi uchun teskari masala ko‘rib chigiladi. Masala xarakteristik chiziglar bilan
chegaralangan sohada qo‘ yilib, boshlang" ich shartga qo‘ shimcha ravishda integral shart va qo‘ shimcha shart beriladi.
Ushbu shartlar yordamida noma’lum manba funksiyasini aniglash imkoniyati yaratiladi. Maqgolaning asosiy magqgsadi-
masalaning aniq yechimini qurish, noma’lum funksiya uchun oshkor ifodani olish hamda yechimning mavjudligi va
yagonaligini ta'minlovchi shartlarni aniqlashdan iborat.

Ishning oldingi tadqiqotlardan asosiy farqi va ilmiy yangiligi shundaki, bu yerda uchta xususiyat bir masalada
birlashtiriladi: tebranishning boshlang" ich holati odatdagi lokal boshlang' ich shart o* rniga A parametrli nolokal integral
shart (2) orqali beriladi; yechim yagonaligini ta'minlovchi qo‘ shimcha (ortiqcha aniqlovchi) shart (4) soha xarakteristikasi
bo' ylab qo* yiladi; masalaning o‘ zi esa xarakteristik chiziglar bilan chegaralangan sohada garaladi. Bunday qo* yilishda
noma’lum boshlang’ ich funksiya ikkinchi tur Volterra integral tenglamasidan tiklanadi. Eng muhimi, [10], [11], [12] kabi

ishlarda teskari masala ko' pincha Furye usuli yoki funksional baholashlar yordamida fagat mavjudlik va yagonalik

nugqtai nazaridan yoxud sonli usullar bilan tagriban o‘ rganilgan bo‘ Isa, mazkur ishda {U (X’ t)’ f (t) } noma’lum
funksiyalar juftligi Dalamber formulasi va ketma-ket differensiallash yordamida oshkor (analitik) ko* rinishda quriladi,
shuningdek berilgan a(x), v(x) va ¢@(t) ma’lumotlar orasidagi moslik shartlari aniq ko' rsatiladi. Ana shu oshkor tiklash
imkoniyati va shartlarning aniq bog' lanishi ishning asosiy yangiligini tashkil etadi.
Adabiyotlar tahlili
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalar nazariyasi matematik fizikaning muhim
yo’ nalishlaridan biri bo’ lib, bunday masalalar ko* pincha noma’lum tashqi ta’sirlar yoki manba funksiyalarini aniqlash
zarurati bilan bog' liq bo‘ ladi [3], [4]. Aynigsa, to® lqin tenglamasi uchun teskari masalalar akustika, elastiklik nazariyasi
va signallarni qayta ishlash sohalarida keng qo* llaniladi [5].
To’ lgin tenglamasi uchun to‘ g‘ ri masalalar klassik manbalarda batafsil o' rganilgan [6], [7]. Dalamber formulasi bir
o' Ichamli to’lgin tenglamasining boshlang’ich masalasini yechishda asosiy vosita hisoblanadi va ko' plab
monografiyalarda keltirilgan [7], [9]. Ushbu yondashuv yordamida yechimni aniq ko' rinishda ifodalash imkoniyati
mavjud.
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Teskari masalalar nazariyasining umumiy asoslari A.N. Tixonov, V.Y. Arsenin, M.M. Lavrentyev va ularning
izdoshlari ishlarida ishlab chiqilgan [1], [2]. Ularning tadqiqotlarida teskari masalalarning noaniqligi, yechimlarning
barqarorligi hamda mavjudlik va yagonalik masalalari chuqur tahlil gilingan. Ushbu ishlarda qo‘ shimcha shartlar kiritish
orqali noma’lum funksiyalarni aniqlash usullari taklif etilgan. Bunday masalalarni sonli yechishning samarali usullari ham
ishlab chiqgilgan [8].

To' Igin tenglamasi uchun manba funksiyasini aniqlashga doir masalalar bir qator mualliflar tomonidan o‘ rganilgan
[3], [4], [10]. Ayrim ishlarda manba funksiyasi fazo va vaqtga bog' liq holda qaralgan bo* Isa, boshqa tadqiqotlarda u faqat
vaqt yoki faqat fazoga bog' liq deb olinadi. Xususan, faqat vaqtga bog' lig manba funksiyasini aniqlash masalalari integral
tenglamalarga keltirilib, ularni differensiallash orqali aniq yechimlar olish mumkinligi ko rsatilgan [11].

So‘ nggi yillarda xarakteristik chiziglar bilan chegaralangan sohalarda hamda integral va nolokal shartlar bilan
qo' yilgan teskari masalalarga ham e’tibor kuchaymoqda [11], [12]. Bunday yondashuv qo‘ shimcha shartlarni tabiiy
ravishda kiritish imkonini beradi va masalaning yechimining yagonaligini ta'minlashda muhim rol o ynaydi.

Mazkur magqolada keltirilgan yondashuv yuqoridagi ishlarning mantiqiy davomi bo‘lib, u qo‘ shimcha shart
yordamida to* 1qin tenglamasidagi noma’lum vaqtga bog‘ lig manba funksiyasini aniq ko‘ rinishda tiklash imkonini beradi.
Olingan natijalar klassik nazariyaga mos keladi va teskari masalalar bo‘ yicha mavjud natijalarni to‘ 1diradi [4], [5].

Asosiy natija

t=0t=x va chiziqlar bilan chegaralangan sohani D bilan belgilaylik. D sohada ushbu t=1-x

Utt _Uxx = f (t) (1)

x,t), f
tenglamani qaraylik, bu yerda -noma’lum funksiyalar. U ( ’t) ' (t)

U(xt)C(D).u_,u, eC(D), f(t)ec{o’ﬂ

T masala. sinfdagi, (1) tenglama va X!

U (x,0)+/1iU(§,0)d§:a(x), 0<x<],
0 2)

U, (x,0)=v(x), 0<x<1, -

intgeral va boshlang‘ ich hamda
U(tt)=op(t) W
qo' shimcha shartlarni qanoatlantiruvchi funksiyalar juftligi topilsin, bu yerda -berilgan funksiyalar bo’ lib, shartni
U (), F (0 a(x),v(x).0(t) a(0) = 0(0) 4

Dastlab, belgilashni kiritaylik. U holdaU (X’ 0) - T(X)’ 0<x=1
U(x,0)=7(x), 0<x<1

bajaradi, - berilgan haqiqiy son.

(1), (3) va shartlarni qanoatlantiruvchi yechim quyidagi

U (x.t)= "0 t)ZT (+t) 1 j 2)dz+> jdn jrf Jdé
x=(t-7)
bo* ladi. Buni soddalashtirsak,
X=1)+7 x+t xit
U(xt)= il )2 J. dZ+.[ ) f(n)dn

©)
tenglikni olamiz.
(5) ni (4) gabo' ysundirib,

7(0)+7(2t) 1% ‘

%+EJ~V(Z)dZ+.[(t—77)f(n)dn:(o(t), 0<t<
0 0

tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglamani

N |-~
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t 0)+7 2t 2
[(t=n) t(n)n=o(0)- "R (s
0

ko' rinishda yozib olamiz.
Bu tenglamani bir marta differensiallab,

If d77 qo (Zt) (2’[) o

Tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani o° ng tomoni da nol bo* Igani uchunl = 0

¢'(0)-7'(0)-v(0)=0

¢'(0)=7'(0)+v(0)

yoki

bo’ lishi kerak.

Endi (6) ni ham bir marta differensiallab, funksiyani (t)
ft)=¢"(t)-27"(2t)-2"(2t) ,

f (1) E[O,l} (p(t)eCz[O,l}, r(x)eC*[o.],
ko’ rinishda topamiz. bo* lishi uchun bo° lishi kerak. 2 2

v(x)eC'[0,1]

X
Endi funksiyani topamiz. Buning uchun belgilashdan va (2) shartdan foydalanib, T( )
U(x,0)=7(x), 0<x<1

x)+lir(§)d§ =a(x), 0<x<1,

integral tenglamani hosil gilamiz.

Bu integral tenglama ikkinchi tur Volterra integral tenglamani bo‘ Igani uchun uni ketma-ket yaqinlashishlar usuli
bilan yechish mumkin.

Ko’ rsatish giyin emasni uning yechimi

r(x)=a(x)- /lie‘“x“f)a(g)dg, 0<x<],
0 8)
ko’ rinishda bo’ ladi.
(8) ni (5) va(7) larga qo' yib,, ni quyidagi ko’ rinishda topamiz:U (X’t) f (t)
a(x—t)+a(x+t) Ax 5

U(xt)= 5 2! *“t5a(§)d§——Ie’““a(§)d§+
+1 T dz+j )t (m)dr
f(t)=¢"(t)-2v (2t)—2a”(2t)+
+22a'(2t)—24%a(2t) +2/13je a(£)dé

(10)
Teorema. Agar,, shartlar bajarilsa, u holda T masalaning yechimi mavjud va yagona bo* lib, u (9) va (10)

p(t)eC’ {O E}
tengliklar bilan aniqlanadi. 2] a(X) eC’ [0’1], V(X) eC' [0,1] (0(0) = a(O)

¢'(0)=a’'(0)—Aa(0)+v(0)
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Aniq misollar
Bayon etilgan masalani aniq misol yordamida ko' rsatamiz

1-misol. deb olamiz va berilgan funksiyalarni quyidagi aniq ko‘ rinishda bo* Isin: A=1
2

X
a(x)=x+?, v(x) =1, o(t) =2t +1°
Avvalo, moslik shartlarini tekshiramiz:

0(0)=a(0)=0, ¢'(0)=a'(0)—Aa(0) +v(0)=1-0+1=2.

(8) formula bo’ yicha funksiyani tiklaymiz. Ichki integralni hisoblab, T(X)

je-“ f>(§+9& jdg e-*jef(gﬁg Jdg_x

r(x)=a(x) - A[ e Pa(£)dé = (x+£j—x—:x

hosil gilamiz. (7) formula orqali ni topamiz: ( )
F(t) =" (t) = 20"(2) = 20" (2t) =2 -0~ 0 = 2.

Nihoyat, (5) formula bo‘ yicha yechimni quramiz:

U (xt) = ZX= t);T(X”) 1]*“ (2)dz+ [ (t—n) F ()dp = x + T+t

_ 2
Topilgan juftligi masalaning barcha shartlarini qanoatlantiradi:{u (X’ t)’ f (t)} N {X i+t '2}
U,-U_ =2=1(t), U, (x,0) =1=v(X), U (t,t) =2t +t° = p(t),

x X X2
U(x,0)+A[ U(&E0)dE=x+[ édé= X+ 2= a(x).
Quyidagi topigan funksiyalarni tasvirlari keltirilgan:
2-misol. Endi bo* Igan holda, trigonometrik funksiyalar bilan misol keltiramiz. deb olamiz va A#1A=2
a(x) =cosx+ 2sinx, v(x) =0, o(t) =cos’t —cost +1
funksiyalarni tanlaymiz. Moslik shartlari bajariladi:
0(0)=a(0)=1  ¢'(0)=a'(0)—1a(0)+v(0)=2-2+0=0.
(8) formula bo* yicha ni tiklaymiz. Volterra yadrosi bilan integralni hisoblaganda T(X)
X
[ (cos& +2sin&)dé =™ e¥sin& | =sinx
0
bo' Igani uchun
r(x)=a(x) - Zjoxe’z(x’f) (cos¢& +2sin&)d & = (cosx + 2sin x) — 2sin X = COS X.
(7) formula orqali manba funksiyasini topamiz:

f(t)=¢"(t) —27"(2t) — 2v'(2t) = (—2cos 2t + cost) + 2cos 2t = cost.
(5) formulada

[(t—n)cospdn =1—cost
0
ekanligidan foydalanib,
U (x.1) = cos(x —t) er cos(x +t)

yechimni olamiz. Bu yechim ham barcha shartlarni ganoatlantiradi:

+J;(t —n) f (n)dn =cosxcost +1- cost
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U,-U_ =cost="f(t), U, (x,00=0=v(x), U(tt)=cos’t—cost+1=gp(t),

U (x,0)+A[ U (&,0)dé =cosx+2sinx =a(x).

Quyidagi topigan funksiyalarni tasvirlari keltirilgan:

2-misol: manba funksiyasi f(t) (A=2)

1.01
| f(t) =rcost

0.81

2-misol: Ufx.t) = cosrcost + 1 —cost (A=2)

0.0
0.0 01 0.2 03 0.4 0.5

Xulosa

Magolada bir o' Ichamli bir jinsli bolmagan to‘ Iqin tenglamasi uchun qo‘ shimcha shartli teskari masala ko’ rib
chiqildi. Dalamber formulasi asosida to‘ g‘ ri masalaning umumiy yechimi qurildi va qo‘ shimcha shart yordamida
noma’lum manba funksiyasi uchun integral tenglama hosil gilindi. Ushbu tenglama ketma-ket differensiallash orqali ochiq
ko' rinishda aniqlanib, noma’lum funksiya ifodasi topildi.

Shuningdek, berilgan boshlang’ ich va qo‘ shimcha shartlar o rtasidagi moslik shartlari aniqlanib, ular bajarilganda
teskari masalaning yechimi mavjud va yagona ekanligi isbotlandi. Olingan natijalar to‘ Iqin jarayonlarida tashgqi ta’sirlarni
aniqlash bilan bog' liq masalalarni yechishda qo‘ llanilishi mumkin.
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